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RESUMO

Neste trabalho nos aplicamos a andlise da estabilidade linear de pontos de
equilibrio, e de orbitas periddicas, a varios problemas da Dinadmica orbital, via a teoria de
Krein. Como exemplo da aplicagdo da andlise da estabilidade a orbitas periddicas, nos
estudamos o problema de dois corpos, expresso nas variaveis de Delaunay, e submetido a
uma particular perturbag@o. Neste estudo destacamos o desenvolvimento de um método
para o calculo dos autovetores via manipuladores algébricos, € mostramos um
procedimento para o estudo da estabilidade de drbitas periodicas de problemas perturbados.

No estudo envolvendo pontos de equilibrio, nés comegamos pela analise de
potenciais genéricos, € aplicamos os resultados encontrados ao Problema Restrito de Trés
Corpos, e¢ ao problema de satélites estacionarios de corpos oblatos e prolatos.
Posteriormente, estudamos o efeito de pequenas perturbacdes conservativas sobre os
autovalores de pontos de equilibrio. Aqui, nds desenvolvemos um novo método para a
determinagdo da parte perturbada dos autovalores, que difere dos métodos tradicionais por
ndo necessitar do emprego dos autovetores. Esta anélise foi aplicada ao estudo dos pontos
perturbados L4 € L5 dos planetas jovianos, assim como de Marte, considerando um modelo
circular, ¢ também foi aplicada ao estudo da estabilidade do satélite geoestacionario,
considerando a terra como um corpo oblato e a Lua como o corpo perturbador, também em
orbita circular.

E por ultimo estudamos o efeito de uma forga dissipativa sobre a estabilidade do
movimento de uma particula proxima ao ponto L4 de Jupiter, e estando submetida a agdo
de uma forga dissipativa (efeito de Poynting-Robertson). Nesta etapa, todas as integragdes
efetuadas foram feitas via a técnica de mapeamento para problema dissipativo, que foi
desenvolvido para este estudo.



ABSTRACT

In this work we apply the analysis of the linear stability of the equilibrium points,
and of the periodic orbits, to some problems of the Orbital Dynamics, via Krein's Theory.
As example of the application of the analysis to periodic orbits, we study the Two-Body
Problem, in Delaunay's variable, and submitted to an especial perturbation. In this study we
detach the methods to calculate the eigenvectors, by algebraic manipulators, and we show
a procedure to study of the stability of periodic orbits of the perturbed problem.

In study comprehending the equilibrium points, we begin by analysis of generic
potentials, and we apply the obtained results to the Restricted Three-BodyProblem, and to
the problem of the stationary satellite of the oblate and prolate bodies. Also, we study the
effect of the small conservative perturbation on the eigenvalues of the equilibrium points.
Here, we develop a new method for the determination of perturbed part of the eigenvalue.
This method differs with standard methods because it does not require the use of the
eigenvectors. This analysis was applied to study of the disturbed lagrangian points of
Jovian planets, as well as of Mars, where we use a circular model. Subsequently we study
the stability of geostationary satellites, considering the Earth as an oblate body, and the
Moon as the disturbing body with a circular orbit.

In last part we study the effect of a dissipative force on the stability of the motion of
a particle near of the lagrangian point of Jupiter. For the dissipative force we use the
Poynting-Robertson effect. In this stage, the integrations were done by mapping for the
dissipative problem that we developed.
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INTRODUCAO.

Neste trabalho aplicamos a andlise da estabilidade linear a alguns problemas da
Dinamica Orbital, empregando a teoria de Krein e também algumas técnicas recentes
para a determinacio de autovalores perturbados e para a integragao de orbitas. A
grosso modo, o objetivo da andlise da estabilidade linear é permitir saber se as solugoes
vizinhas, em um determinado tempo inicial t,, a uma dada solucao de referéencia, 7,
permanecerao como tal (sempre préximas a Z) para todo tempo t € (—oc,+o0) (no

capitulo 1 daremos uma definigdo mais precisa).

Esta andlise aplicada aos pontos de equilibrio e as érbitas periédicas tem sido de
muita utilidade e emprego na Mecéanica Celeste. No que diz respeito ao estudo de pontos
de equilibrio, um dos casos mais notorios, e talvez o mais antigo, foi o estudo da esta-
bilidade dos pontos de equilibrio do Problema Restrito de Trés Corpos. PRTC. circular,
feito por Lagrange (1873) em 1772. A estabilidade dos pontos L4 e L5 demonstrada
por Lagrange permaneceu por mais de um século apenas como um interessante resul-
tado tedrico até que em 1906 foi feita a descoberta do primeiro asteroide Troiano: 588
Achilles. A partir de entdo, as regides em torno dos pontos lagrangeanos (pontos equi-
laterais), nao sé de Jupiter como também dos demais planetas jovianos, tem sido objeto
de muitos estudos; mais recentemente. podemos citar a série de trabalhos, envolvendo
investigacoes numéricas sobre a estabilidades dos pontos L4 e Ls de diversos planetas,
feitas por Zhang e Innanen (1988a,b,c). Innanen e Mikkola (1989), Mikkola e Inannen
(1992) e Holman e Wisdom (1993).

Um outro exemplo da anélise da estabilidade linear de pontos de equilibrio aplicada
a um problema da Dinamica é o estudo da estabilidade de satélites geoestacionarios, con-
siderando no modelo do potencial da Terra nao s6 o segundo harmonico zonal. J, mas
também a elipsidade do equador. Para este problema Blitzer et al. (1962) mostraram
a existéncia de 4 pontos de equilibrio equatoriais (quando o problema é estudado em

um sistema de reféncia que esta girando com mesma frequéncia que a da Terra) sendo
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que dois destes pontos sao estaveis enquanto os outros dois sao instaveis. Posterior-
mente, Howard (1990) extendeu a andlise a outros pontos de equilibrio (nao equato-
riais) do mesmo problema. Hoje o estudo da andlise da estabilidade linear de pontos
de equilibrio é aplicada a uma variedade enorme de problemas do Sistema Solar como
também a viarias outras dreas da Astronomia como ao estudos de sitemas de estrelas

bindrias, potencial galatico, etc.

No estudo especifico sobre a estabilidade de érbitas periédicas, um dos pioneiros
foi Poincaré (1892). No Les Méthods Nouvelles de la Mécanique Céleste, vol. I, encon-
tramos o capitulo I'V inteiramente dedicado ao estudo dos expoéntes caracteristicos para
o problema de 6rbitas periddicas, e uma aplicagao ao problema de trés corpos. Ainda no
inicio deste século surgiram as primeiras investigagoes numeéricas para o PRTC, aonde
destacamos os trabalhos do grupo de Copenhagen. Stromgren (1935), e de Moulton
(1920). Dos trabalhos mais modernos podemos citar Danby (1964), que determinou o
matrizante do problema de dois corpos, Deprit e Henrard (1968), com um estudo sobre
familias de drbitas periédicas em torno dos pontos L4 e Ls, Broucke (1969), que obteve
éxito na analise da estabilidade linear de algumas familias de érbitas periédicas do
PTCR eliptico, e Hadjidemetriou (1982) e (1985), que estudou a estabilidade de érbitas
ressonantes, considerando um problema com dérbitas circulares, calculando também as

respectivas assinaturas.

Como ¢é bastante conhecida, a anélise da estabilidade linear é feita determinando-se
os autovalores e a forma normal de Jordan da matriz da equagao variacional, quando
z for um ponto de equilibrio, ou da matriz monodromia, quando z for uma érbita
periddica (capitulo 1). Porém outras importantes informagées poderao ser obtidas se,
ao estudo dos autovalores, nés aplicarmos a teoria de Krein. Esta teoria, como veremos
no capitulo 1, extende a anélise até aos autovetores da matriz da equacao variacional, ou
da matriz monodromia, e tem como principal caracteritica permitir saber se problemas
que sao estaveis a priori, poderao permanecer como tal se alguns paramentros internos

do mesmo sao variados, ou se pequenas perturbagoes conservativas sao aplicadas.



Neste trabalho nés comegamos apresentando no capitulo 1 os resultados que serao
empregados ao longo da tese. Este capitulo nao tem como objetivo demonstrar as
proposicoes apresentadas, j4 que as mesmas sao encontradas em varios textos de di-
ferentes autores. Sendo assim, sempre que mencionadas, também destacamos uma ou
mais referéncias aonde a demonstracao é encontrada. No capitulo 2 ndés apresentamos
a primeira aplicacdo da analise da estabilidade linear, com auxilio da teoria de Krein,
de um problema perturbado. Este é o unico capitulo da tese que trata de um pro-
blema envolvendo érbita periédica. Nele nés também apresentamos um método para
a determinacdo dos autovetores que, devido a sua utilidade, também terd o seu em-
prego extendido ao capitulo 3. No capitulo 3 nés comegamos a estudar os problemas
envolvendo pontos de equilibrio. O seu tema central sao os pontos de equilibrio de pro-
blemas com até 3 graus de liberdade, cujo potencial possa ser expresso em coordenadas
esféricas. Aqui nés apenas estudamos os casos genéricos de potenciais do tipo U(r).
U(r,8), U(r,0) e U(r,0,0). Para estes potenciais nés determinamos, analiticamente,
todos os autovalores, os respectivos autovetores, e consequentemente todas as respecti-
vas assinaturas de Krein. Como principal resultado, nés mencionamos a analise feita
para o potencial U(r, ) (o potencial do Problema Restrito Circular e de um corpo oblato
ou prolato). No capitulo 4 nés aplicamos os resultados obtidos no capitulo anterior ao
Problema Restrito de Trés Corpos Circular (caso espacial e planar), e ao potencial de
corpos oblatos ou prolatos. Para estes problemas, os deslocamentos dos autovalores
também foram analisados para as situagoes em que alguns pequenos parametros in-
ternos sofrem variagoes. No capitulo 5 nos estudamos os deslocamentos sofridos pelos
autovalores quando pequenas perturbacbes conservativas sao aplicadas. Para a deter-
minacao da parte perturbada dos autovalores, nés apresentamos um método que foi
desenvolvido para este fim, e o aplicamos ao estudo relacionado aos pontos Ly e Ls
quando estes s@o perturbados por um quarto corpo em érbita circular interna e externa,
com inclinac@o nula, e também ao problema de um satélite geoestaciondrio perturbado
pela Lua (considerada com orbita também circular). No capitulo 6 nés apresentamos
uma generalizacio do mapeamento de Wisdom e Holman (1991), que pode ser aplicada

também aos problemas envolvendo forgas dissipativas, e no capitulo 7 nés estudamos os



deslocamentos sofridos pelos autovalores do PRTC, considerando que o terceiro corpo

(particula) estd submentido ao arrasto de Poynting-Robertson.



CAPITULO 1.

Estabilidade Linear e a Teoria de Krein.

Este capitulo tem dupla finalidade: A primeira é de estabelecer a notacao e lin-
guagermn matematica usadas ao longo deste trabalho, e a segunda é de enunciar os princi-
pais resultados relacionados com a anilise da estabilidade linear e com a teoria de Krein.
A maioria das proposi¢cdes mencionadas aqui nao sera objeto de demonstracao. Sao re-
sultados ja conhecidos e por isso mesmo nos limitaremos a citar as referéncias aonde

encontram-se nao so as respectivas comprovacoes como também maiores comentarios.

1.1 Estabilidade Linear.

Seja H(z) (r € R?" ), diferenciavel indefinidamente (C*), o hamiltoniano de um

sistema com "n"” graus de liberdade. As equagdes de movimento sao dadas por
i=J-DH(z) (1.1)
On In

€ o gradiente do hamiltoniano. Como o sistema (1.1) é sempre auténomo, entao, sem a

aonde J = ( ) (O é a matriz nula n xn e I, é a matriz identidade n xn) e DH
perda da generalidade, o tempo inicial sempre serd tomado como t, = 0. Denotaremos
por z uma solucao do sistema (1.1), que suporemos ser ou um ponto de equilibrio ou uma
orbita periédica. Agora seja z(t) uma drbita vizinha a z, dada por z(t) = z(t) + £(t),
aonde £ : R — R?" é um pequeno vetor. Assim, substituindo z(t) em (1.1) e expandindo

até a primeira ordem em £, temos a equagdo variacional
£ =J D?H(3)E, (1.2)

sendo D2H (%) a matriz Hessiana do hamiltoniano na solugo Z. Como o préprio nome
indica, as solugoes de (1.2) fornecem as variagoes das solugdes de (1.1) em relagao a z,

quando estas partem (t=0) de condicées iniciais muito préximas a 7(t=0). Se 7 for um
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ponto de equilibrio, entao o sistema (1.2) sera um sistema linear homogeéneo de equagoes
diferenciais ordinarias com coeficientes constantes. Ja, se z for uma 6rbita periddica,
entao (1,2) sera um sistema linear homogeneo de equagoes diferenciais ordindrias corm

coeficiente periddicos.

DEFINICAO 1 (ver, por exemplo, Moser, 1958): Chamamos uma solugao z de (1.1)
de estdvel linearmente se todas as correspondentes solugoes £ de (1.2) forem limitadas

para todo tempo: —oo < t < +00.

Se Z é um ponto de equilibrio, entao temos que as solugées de (1.2) sdo do tipo
- 2 T ).
£(t) = e/ PTHEN ¢, (1.3)

aonde £, € a deslocamento inicial do problema. Obviamente, para que 7 seja estavel, a

definicdo 1 impdem que exista um k € R tal que
&) < & (1.4)

para todo t € (—xc. +¢). Isto s6 ocorrers se todos autovalores A; da matriz e/ D> H(2)t

estiverem no circulo unitério, |A;] = 1, e se a forma normal de Jordan de J - DQH(:E)

J-DYH (z)t t

for diagonal. Entretanto, os autovalores de e sao dados por A\; = e*!, sendo
«; autovalores de J - D2H(z). Assim nés também temos que Z sé serd estével se os
autovalores de J - D2H () possuirem parte real nula (|A\;| = 1 & R(a;) = 0) e se a sua

forma normal de Jordan for diagonal (R denota a parte real).

Agora, se ¥ for uma érbita peridédica, entdo do teorema de Floquet-Lyapounov
(ver, por exemplo, Yakubovic e Starzhinskii, 1975 ou Coddington e Levinson, 1955),

nés temos que as solugoes de (1.2) sao do tipo
£(t) = P(t)- et ¢, (1.5)

aonde P(t) é uma matriz periédica e continua, com o mesmo periédo de 7, e B é uma

matriz constante. Para que T seja estavel, da definicao 1 nés também temos que a

6



condigao (1.4) deve ser satisfeita. Mas como P € wma matriz periodica e continua, e
portanto existe um k' € R™ tal que ||P(t)|| < k' paratodo t € (-x,+x), e ||[P-e? | <

| P |le” ). entdo a condigao (1.4) passa a ser equivalente a existir um k" € R tal que
leB) < & (1.6)

para todo tempo t € (—oc, +oc). Novamente tal condicao sé sera satisfeita se os auto-
valores de e?! estiverem no circulo unitério, e se a forma normal de Jordan de B for

diagonal.

Sabe-se, da teoria de sistemas lineares de equagodes diferenciais, que o sistema (1.2)
possue conjuntos de 2n solugdes linearmente independentes. O conjunto de todas as
solugoes de (1.2) forma um espaco vetorial de dimenséao 2n (ver, por exemplo, Codding-

ton e Levinson, 1955).

DEFINICAQ 2: Chamamos a uma matriz cujas 2n colunas sao 2n solugoes linear-
mente independentes de (1.2) de matriz fundamental do sistema (1.2), e chamamos de
matrizante do sistema (1.2), A(t), a matriz fundamental deste sistema que é a matriz

identidade em t = (.

PROPOSICAO 1 (ver, por exemplo, Hirsch e Smale, 1974): Seja ¢ : R?"+! — R2"
(6(t,x) = ¢4(z)) o fluxo de (1.1). Entao a matriz D¢.(z(0)) é o matrizante da cor-

respondente equagao variacional (D¢¢(Z(0)) é a matriz jacobiana de ¢ em relacao as

o

condigoes iniciais 7(0): [#&.)] , J).
(0

Portanto, se z é um ponto de equilibrio, entdo de (1.3)temos
A(t) = Dy(2(0)) = e’ D HE@), (1.7)
e se T é uma 6rbita periédica, entao de (1.5) também temos

A(t) = D¢y(2(0)) = P'(t) - €7 (1.8)

¥



sendo P’'(t = 0) = Iy, (P’ é periddica e B’ é constante). Se 7 € o periodo de z,
entdo. determinando 6,(z) determina-se também e®" 7 pois P'(t) = P'(0) = Ian, e

consequentemente

e?'T = Do (£(0)) = A(). (1.9)

Devido a sua grande importancia na analise da estabilidade linear de problema que
-’ . . ’. ’ - -
envolvem 6rbitas periédicas, a matriz e® 7 é chamada de matriz monodromia.
A principio, é sempre possivel determinar o conjunto dos autovalores de problemas
que envolvem pontos de equilibrio. A matriz J-D?H (z) é sempre de "ficil determinagao

" e o seu polinémio caracteristico é dado por (ver, por exemplo, Howard e Mackay,

1987a):
p(a) = det(J - D*H () — al) = a®" + 410" 2+ 420" + ...+ 4, (L10)

aonde os A; sao funcoes reais dos elementos de .J - D?H (7). Observa-se de imediato
que este polindmio pode ser facilmente reduzido a um polinémio de grau n por meio da

seguinte mudanca de variaveis,

p=—a®
resultando no seguinte polinémio reduzido
a(p) = (-1)"p(a) = p" — A1p" ' +... + (-1)"4p. (1.11)

Também para os problemas relacionados a 6rbitas periédicas, nés temos uma situagao
um pouco parecida. O polindmio caracteristico da matriz monodromia é dado por (ver,

por exemplo, Broucke, 1969, ou Howard e Mackay, 1987b)
p(A) = det(A(r) = AI) = A2" — AT 4 4oa?"72 L+ AN - A+ 1 (112)

também sendo os A; funcoes dos elementos de A(7). O polinémio (1.12) também pode

ser reduzido a um polinémio de grau n mediante a seguinte mudanga de varidveis,

p=Ai+A"!
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o que resulta em
a(p) = A7"p(A) = p" - A}p" T+ .+ (-1)"4, (1.13)

aonde os coeficientes A; de q(p) s@o obtidos dos coeficientes A; de p()\). Howard e
Mackay, 1987b, fazem uma completa andlise das raizes do polinémio (1.13). Entre-
tanto, ao contrario do que ocorre com a matriz J - D?H (z), a determinacao da matriz
monodromia é de grande dificuldade. Para a maioria dos problemas encontrados, nem

sempre € possivel obter a expressao do fluxo ¢(z).

DEFINICAO 3: i) Se uma matriz A, 2n x 2n, satisfaz a relagao
At J.- A=, (1.14)

entdao A é chamada de matriz simplética (7 denota a matriz transposta). ii) Se uma

matriz D, 2n x 2n, satisfaz a relagao
pt.J+J.-D=0, (1.15)

entao D é chamada de matriz infinitesimalmente simplética.

PROPOSICAO 2 (ver, por exemplo, Robinson, 1971, ou Abraham e Marsden,
1977): i) Seja A um autovalor de uma matriz simplética A. Entao A\*, 1/X e (1/A)*
também sao autovalores de A com a mesma multiplicidade ( * denota o conjugado
complexo). Em particular, se A\ = +1, entdo a sua multiplicidade é par. ii) Agora
seja a um autovalor de uma matriz infinitesimalmente simplética D. Entao o*, —a*
e —a também sao autovalores da matriz D. Em particular, se « = 0, entdo a sua

multiplicidade é par.

PROPOSICAO 3 (ver, por exemplo. Howard e MacKay, 1987a,b): A matriz da
equacao variacional, J - D?H(z), é uma matriz infinitesimalmente simplética, e o ma-

trizante, A(t), é uma matriz simplética.



A proposigao 3 é vilida nao sé para 7 sendo um ponto de equilibrio ou uma érbita
periédica, mas para qualquer solugao de (1.1). Se Z for um ponto de equilibrio, ent&o a
andlise da estabilidade pode ser feita sobre a matriz J- D?H (%) cujos autovalores devem
satisfazer a proposi¢ao 2 item (ii). Por sua vez, se # for uma drbita periédica, entao a
matriz de interesse na anélise da estabilidade é a matriz monodromia. A(7) = €87, que.
para a qual como j& mencionamos, nem sempre é de possivel determinagao. Também, os
autovalores de A(7) devem satisfazer a proposicao 2, item (i). Na figura 1.1 mostramos
as diversas possibilidades das disposi¢oes dos autovalores das matrizes J - D?H(z) e

A(7), no plano complexo.

Alm Alm
-G, o Circulo
A P unitario
1

: Q%3 .

- :

' ;

! '

O —O— Zs

O 1 1

: (12 ul ﬂ.z' Re

! :

1 . !

] ?G’-a :

]

o bt i Q 4¢

-a‘ 4

Figura 1.1: As possiveis configuragoes dos autovalores das matrizes J - D2H(z) e A(7)

no plano complexo.

1.2 Teoria de Krein.
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Com a analise descrita na secao anterior podemos decidir se uma dada solugao r
(ponto de equilibrio ou 6rbita periédica) de um sistema como (1.1) € ou nao estavel
linearmente. Entretanto muitas vezes a principal questao apresentada por alguns pro-
blemas é se uma dada solucao estavel r podera ou nao perder esta estabilidade se
uma perturbagao pequena for aplicada. Ou mais especificamente, poderda uma solugao
estavel linearmente, com um autovalor com multiplicidade maior que um, perder a sua
estabilidade quando uma perturbagao arbitriria e pequena passa a atuar no sistema?
E o que acontece na estabilidade de uma solugéao estavel se. sob a a¢do de uma pequena

perturbacao, dois autovalores colidem entre si?

1Im AIm
T ==
C¢ l
0
gz

Re

Figura 1.2: Possiveis deslocamentos dos autovalores com multiplicidade 1, submetidos

a pequenas perturbagoes conservativas.

Evidentemente, se a perturbacao a que nos referimos for nao conservativa, entao,
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em geral, a parte real dos a; devera ser diferente de zero (ou os A; nao se encontrarao
sobre o circulo unitario), o que resultara sempre na perda da estabilidade da solugao z.
Este tépico sera abordado com mais detalhe no capitulo sobre Perturbagoes Dissipativas.
Por sua vez, se a perturbacéo for conservativa, preservando a estrutura hamiltoniana do
problema, entdo a resposta é menos imediata. Por exemplo, considerando uma solugao
estavel, 7, da proposicao 2 (ou figura 1.1) nés temos que uma pequena perturbagao
conservativa niao pode deslocar um correspondente autovalor com multiplicidade um
para fora do eixo imaginério (se Z for um ponto de equilibrio) ou para fora do circulo
unitério (se  for uma érbita periddica). Como a simetria dos autovalores, estabelecida
na proposicao 2, deve ser mantida, o méximo que uma pequena perturbacao conservativa
pode fazer é produzir pequenos deslocamentos dos autovalores no eixo imagidrio ou
no circulo unitario, figura 1.2, desde que estes nao colidam entre si, e nao possuam

multiplicidade maior que um.

Se mediante a acao de pequenas perturbacoes conservativas ocorre colisao entre
autovalores ou entéo se autovalores com multiplicidade maior que um séo perturbados
por pequenas forcas conservativas, para saber se a estabilidade serd ou nao perdida
deve-se extender a andlise até aos autovetores da matriz J - D?H (Z) (Z sendo um ponto
de equilibrio) ou da matriz monodromia (7 sendo uma orbita periddica), via a Teoria

de Krein.

A Teoria de Krein associa a cada autovalor a; (ou );) da matriz J - D?H (Z) (ou
A(7)) uma assinatura, chamada de assinatura de Krein, que é determinada através do

seguinte produto escalar indefinido,

(vj,05) = i(J - v, 05) =2+ Y (v} - (v]17)*), (1.16)
=1

aonde i = v/—1, (, ) é o produto escalar usual, v; = (v},....v?")" é um autovetor de a;
(ou A;), e & corresponde a parte imagindria. Ao contrario do produto escalar usual, o

produto escalar indefinido (1.16) pode ser negativo ou até mesmo igual a zero para um

12



autovetor nao nulo.

DEFINICAO 4: Se o cdlculo do produto escalar indefinido sobre todo o autoespaco
de aj (ou de \j) tiver sempre o mesmo sinal, (vj,vj) > 0 para todo v; ou (vj,v;) <0
para todo v;, entao o respectivo autovalor é chamado de definido positivo ou de definido
negativo, respectivamente. Entretanto, se em um mesmo autoespago de a; (ou ;)
se para alguns autovetores ocorrer (vj,vj) > 0 e se para outros autovetores ocorrer
(vj,vj) < 0 (ou se (vj,v;) = 0 para algum v; # 0), entdo o autovalor a; (ou Aj) é

chamado de indefinido ou do tipo misto.

Evidentemente a determinacao do tipo do autovalor pode ser feita sobre uma base
qualquer do autoespago. Portanto, com apenas um tunico autovetor determina-se a
assinatura de um autovalor cujo autoespaco possua dimensao 1, com dois autovetores
linearmente independentes determina-se a assinatura de um autovalor cujo autoespago

possua dimensao 2, e assim por diante.

Um resultado fundamental relacionado com a assinatura de autovalores, e que sera

muito importante na analise que faremos em capitulos subsequentes, é o seguinte:

PROPOSICAO 4 (Moser, 1958 e Yakubovic e Starzhinskii, 1975): Todo autovalor
da matriz J - D®H(z) (ou A(r)), com R(a;) = 0 (ou [A;j| = 1) e multiplicidade igual a

um, possui assinatura definida, positiva ou negativa.

Como resultado imediato desta proposi¢cao nds temos que pequenas perturbagoes conser-
vativas ndo podem mudar a assinatura do autovalor a; # 0 (ou A; # 1) com R(a;) =0
(ou |A;| = 1) e multiplicidade igual a um (desde que o autovalor perturbado nao colida
com outro). Para uma pequena perturbagéo conservativa do tipo €V (z) nés temos que
os autovalores com multiplicidade igual a um sao funcoes continuas do paramentro e
(ver, por exemplo, Horn e Johnson, 1985). A mudanca da assinatura por meio de tal

perturbacao implicaria, necessariamente, na existéncia de um certo valor de € para o
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qual a assinatura do autovalor seria indefinida, o que contradiz a proposicao 4, a menos
que ocorra, para esse €, uma colisao do autovalor a; (ou Aj;) com outro. Entretanto,
como veremos mais adiante, nem toda colisao entre autovalores definidos resulta em um
autovalor do tipo indefinido. S6 as colisoes entre autovalores definidos de tipos diferen-
tes é que resultam em autovalores indefinidos. Colisées entre autovalores de mesmo tipo

sempre resultam em autovalores definidos de mesma assinatura.

Como vimos na segao anterior, # (ponto de equilibrio ou érbita periédica) nao sera
estivel se a parte real de algum autovalor de J - D?H (%) for diferente de zero (ou se
algum autovalor de A(7) localizar-se fora do circulo unitério), ou se a forma normal de
Jordan de .J - D?H(z) (ou de B’) for nao-diagonal. As seguintes proposicdes relacionam

estes fatos com a assinatura de Krein:

PROPOSICAO 5 (Yakubovic e Starzhinskii, 1975): Se a matriz J - D2H(z) (ou
B') possui forma normal de Jordan nao-diagonal, entao J - D*H(zx) (ou A(t)) possui

pelo menos um autovalor do tipo misto.

PROPOSICAO 6 (Yakubovic e Starzhinskii, 1975):Se um autovalor da matriz
J-D?H(z) (ou A(r)), possui parte real diferente de zero (ou estd fora do circulo

unitario), entao este autovalor é do tipo misto.

Assim, destas proposi¢oes nos temos que a instabilidade de 7 estd intimamente rela-

cionada ao fato da assinatura de algum autovalor ser do tipo misto.

Os dois mais importantes resultados relacionados com as assinaturas de Krein dizem
respeito a estabilidade de autovalores, com qualquer multiplicidade, e as possiveis con-
sequéncias se pequenas perturbagées conservativas sao aplicadas. Como veremos, um é

o oposto do outro:

PROPOSICAO 7 (Yakubovic e Starzhinskii, 1975, e MacKay, 1986): Se todos
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autovalores da matriz J - D*H(z), (ou A(7)), sdo definidos, entdao a matriz J - D*H (z)
(ou B’) possui forma normal de Jordan diagonal, e as partes reais dos autovalores a;
permanecem iguais a zero (ou os A; permanecem sobre o circulo unitdrio) sob pequenas

perturbagées conservativas.

PROPOSICAO 8 (Moser, 1958 e MacKay, 1986): Seja a; (ou Aj) um autovalor
da matriz J - D*H (&), (ou A(7)) do tipo indefinido. Entao,(i) ou a forma normal de
Jordan da matriz J - D?H(Z) (ou B') é nao-diagonal, ou assim ela poders se tornar
sob pequenas perturbagbes conservativas, (ii) e também a parte real de a; poderd ser
diferente de zero (ou A; poderd sair do circulo unitério) por meio da acdo de pequenas

perturbagoes conservativas.

Deste modo nés temos que, se os autovalores a; (ou ;) sio todos puramente imagindrios
(ou possuem valor absoluto igual a um) e do tipo definido, ent@o o sistema permanecera
estavel sob pequenas perturbagoes conservativas (desde que nao ocorram colisdes entre
os valores de tipos diferentes). Caso contrério, da proposicao 8, nés temos que, se pelo
menos um autovalor é do tipo indefinido, entdo ou o sistema ja é instavel, ou podera
torna-se instdvel sob pequenas perturbagoes conservativas. Além disso. se a perturbacéo
leva dois autovalores de tipo diferente a se colidirem, entdao como resultado nés temos
um autovalor do tipo indefinido o que geralmente resultaré na instabilidade do sistema.

Na figura 1.3 nds ilustramos as possiveis consequéncias das colisdes entre autovalores.

As proposigoes 7 e 8 nao se aplicam aos autovalores aj=0ou A; = 1 (Moser,
1958, ou Yakubovic e Starzhinskii, 1975). Para estes autovalores tem-se, geralmente,
uma situacao instavel (Moser, 1958), o que serd motivo de comentarios nos préximos

capitulos.
A teoria de Krein apareceu em meados deste século (inicialmente estabelecida por

Krein, 1950 e depois complementada por Gelfand e Lindskii, 1955) para problemas

envolvendo érbitas periédicas. Moser, 1958, além de estabelecer o resultado contido na
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proposicao 8 para o6rbitas periddicas, também mostrou a validade dos resultados para
pontos de equilibrio. Entretanto. os resultados acima. no que diz respeito a pontos de
equilibrio, ja eram essencialmente conhecidos desde 1858 por Weierstrass, e por Wintner
em 1935. Em relagao aos pontos de equilibrio lembramos que. se v; é um autovetor de
J - D?H (%) correspondendo ao autovalor aj, entdo v; também serd um autovetor de

e/ D*H(2)t correspondendo ao autovalor e®i! (ver, por exemplo, Hirsch e Smale, 1974).

Im Alm
) — <4
<) <
T - T
| Re ! Re

)

Re Re

® Posi¢Ho inicial
e Posicio final

~—A
\ 4

O Posigdo aonde ocorreu a colis#io

Figura 1.3: Possiveis consequéncias das colisoes, de acordo com o tipo das assinaturas
dos autovalores envolvidos. Os diagramas a esquerda correspondem aos autovalores
da matriz J - D?H(z), e os da direita correspondem aos autovalores da matriz A(r).
Nelas, mostramos que as colisoes entre autovalores de mesmo tipo ocorrem sem que 0s
autovalores envolvidos "percebam” o instante da colisao (diagramas superiores) o que
geralmente nao ocorre se os autovalores envolvidos possuem tipos diferentes (diagramas

inferiores).
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E por tltimo destacamos que a expressao (1.16) para a determinacio da assinatura
nao € unica. Por exemplo, MacKay, 1986, usa uma definicao de assinatura diferente da
nossa embora, como ele mesmo mostra, ambas sejam equivalentes. No nosso caso, a

expressao (1.16) corresponde a forma original fornecida por Krein.
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CAPITULO 2.

Orbitas Periédicas.

Este capitulo é inteiramente dedicado ao estudo de problemas envolvendo érbitas
periédicas. Aqui, primeiramente nds apresentamos um método desenvolvido para o
estudo de problemas perturbados. Antes de mostrarmos uma aplica¢ao do método,
apresentaremos um procedimento que também foi desenvolvido para a determinacgao
de autovetores. Este procedimento, que utiliza a computagao algébrica aliada com
recursos numeéricos, devido a sua eficiéncia e capacidade de tratar problemas bastantes
complexos, sera empregado nao sé neste capitulo mas também no capitulo sobre pontos
de equilibrio. E por fim, apresentamos uma aplicagio deste método ao problema de
dois corpos perturbado. Os resultados aqui contidos foram, em parte, previamente

publicados em Cordeiro e Vieira Martins, 1992.
2.1 O Autovalor +1.

Na Mecanica Celeste muitos sao os problemas descritos por hamiltonianas da forma

H=Y éH, (2.1)

j=20
aonde |¢] < 1 e H, é a parte integrivel do problema. Normalmente estes proble-
mas sao estudados separando-se a parte integravel das demais e aplicando nesta (con-
siderando apenas H,) a andlise da estabilidade via a teoria de Krein (ver, por exemplo,
Hadjidemetriou, 1982 e 1985). Entretanto sempre precisamos estender a andlise até,
pelo menos, O(e) (incluindo H;) devido ao fato da matriz monodromia da parte in-
tegravel possuir autovalor A; = +1 (como também a possibilidade de possuir autovalor
Aj = —1). Isto porque a acao das perturbagdes H; (j > 1) sobre os autovalores \; = +1
podera ser a de desloca-los para fora do circulo unitario, fazendo com que o problema
seja instavel, ou entao a de deslocar os mesmos autovalores para novas posicoes sobre

o circulo unitério contribuindo assim para a estabiliza¢do do problema. Na figura 2.1
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nos mostramos os possiveis deslocamentos dos autovalores A; = +1 sob a acao destas

perturbacoes.

De todos os termos perturbativos do hamiltoniano (2.1), o primeiro, H, é o mais
importante. Geralmente ele é o responsavel pelo maior deslocamento. O(e), sofrido pelos
autovalores da matriz monodromia da parte integrdavel. Os demais termos, H; (5 > 2),
produzem deslocamentos de menor magnitude, deslocando os autovalores perturbados

por H; por quantidades de O(e’) (5 > 2).

o o o A,j=~+1

M= N ¥\, Re

[

Y
R'\\x, i

Figura 2.1: Deslocamentos dos autovalores A; = *1 sob a agao das perturbagoes H;

(7>0)

Evidentemente, nés podemos ter uma situagdo em que H; desloque dois autova-
lores com diferentes assinaturas para um mesmo quadrante do circulo unitario (o que
contribuiria para estabilizar o problema), e os demais termos H; (j > 2) produzindo
uma colisao destes mesmos autovalores, resultando em uma configuracao final de perda
da estabilidade. De todo modo, tal possibilidade depende essencialmente da acao de H;

sobre os autovalores +1. Se os autovalores deslocados para um mesmo quadrante e sobre
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o circulo unitéario tiverermn mesma assinatura, entiao a acao dos termos H; (j > 2) nao
sera capaz de desestabilizar o problema ao produzir uma colisao entre estes autovalores.

Na figura 2.2 nés ilustramos estes fatos, considerando apenas o autovalor +1.

Uma questao a ser colocada é: associado aos autovalores A; = +1 (como vere-
mos a seguir, 0 autovalor A; = +1 sempre aparecerd em problemas envolvendo érbitas
periédicas) a forma normal de Jordan da matriz B’ é nao-diagonal? Como j4 men-
cionamos no capitulo anterior, geralmente isto ocorre. Apesar de tais problemas serem,
neste caso, instdveis linearmente, entretanto ele podera ser estavel no sentido da es-
tabilidade orbital. Neste caso as drbitas vizinhas a drbita de referéncia z sao sempre
proximas a esta, em toda a sua estensao, quando medidos atraves de um vetor normal

a orbita 7 (ver, por exemplo, Szebehely, 1984).

A Im deslocamentos Im

devidos a Hjﬂk‘

deslocamentos
devidos a HI ~]

/L //
7/ T Re 7/ T "Re

e Posigdo inicial
o Posi¢io apds um deslocamento
o Posi¢do aonde ocorreu a colis3o

Figura 2.2: Acao das perturbagbes H;j (j > 1) sobre autovalores deslocados por H;

sobre o circulo unitario, em um mesmo quadrante.

Um exemplo tipico deste fato é o problema de dois corpos. Considerando duas

6rbitas descritas pelos mesmos elementos elipticos, a excecao dos semi-eixos maior que
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estamos supondo serem diferentes por um pequeno valor, nés temos que, embora as
longitudes médias devam ser totalmente diferentes com o decorrer do tempo, as elipses
descritas, por sua vez, estarao sempre proximas uma da outra . O conceito de estabili-

dade orbital também sera usado em alguns problemas do préximo capitulo.

Aqui, o nosso interesse reside em estudar as assinaturas dos autovalores deslocados
por perturbagoes do tipo (2.1), principalmente quando o autovalor deslocado sobre o
circulo unitdrio é o A; = +1. Evidentemente, os problemas em que os autovalores sao
deslocados para fora do circulo unitdrio nao interessam por resultarem na perda da

estabilidade.

Como neste capitulo € uma 6rbita periédica, o seguinte resultado mostra o porque

do nosso interesse nos autovalores A; = +1:

PROPOSICAO 1: Para um Hamiltoniano auténomo toda matriz monodromia cor-

respondendo a uma orbita periodica, T, possui um autovalor +1.

A prova desta proposicao é feita a partir do fato da derivada com respeito ao tempo
da solugao de referéncia ¥ ser uma solugao especial da equagdo variacional. Assim,

definindo ¢; = 7, entao temos
d o d _ 2 -y . 2 =
E(I) — E(J -DH(z))=J -D°H(z) -7 = & =J D*H(z)&, (2.2)

o que realmente mostra ser 7 uma solugao da equacao variacional (a expressao (2.2) é
valida para qualquer tipo de érbita de referéncia 7). Como z é periddica, entao nés
também temos que §; = z é periédica, com o mesmo periodo de 7. Sabemos que (ver
equagdes (1.5) e (1.8))

&i(t) = A(t) - &(0). (2.3)

Assim, nés temos

§i(r) =&(0) = (A(r) - Izn) - &(0) = 0, (2.4)
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resultando em (em geral £;(0) ndo é um vetor nulo)
det(A(7) — In,) = 0. (2.5)

0 que mostra que a matriz monodromia possui um autovalor A\; = +1. Este resultado

ja era conhecido por Poincaré, 1892.
2.2 O Método.

O método que aqui apresentamos foi desenvolvido baseando-se nas técnicas empre-
gadas na Teoria das Perturbagdes, mais especificamente no Método das Variagoes dos

Parametros.

Para o hamiltoniano (2.1) nés temos que as equagoes do movimento siao dadas por

i(t)=J - DHo(z(t)) + Y € - DH;(x(t)). (2.6)

=21

Se os termos perturbativos, H;j>1, forem todos iguais a zero, a anélise é feita con-
siderando 7(t) uma solu¢ao periédica da parte integravel. Neste caso o matrizante da

equacao variacional

£=1J-D*H,(Z(t)) ¢ (2.7)
¢ dado por
a0 = Doz = 5751 2.

aonde ¢¢(z) é o fluxo de # = J - DH,(z) (evidentemente nés estamos supondo ser

possivel a determinagéo da expressao do fluxo da parte integravel).

Também para o problema perturbado, aonde os termos H;>1 s@o diferentes de zero.
nés vamos considerar a existéncia uma solugao periédica 7'(t) de periodo 7/ (7’ néo é
necessariamente igual ao periodo da érbita nao perturbada, 7), e que o fluxo, ¢’ (para

o problema perturbado) possa ser representado por

61(z(0)) = ¢(t, z;(e.2'(0). 1)) (2.9)
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aonde r/, é tal que,
e=0 =% g =p(0), & t=0 = @ =) (2.10)

A consideragao que estamos fazendo aqui é de que a expressao algébrica do fluxo ¢¢(z)
nao muda do problema integravel para o perturbado. O que muda é o fato de, no
problema perturbado, z, variar com o tempo enquanto no problema nao-perturbado
7(0) é constante. A existéncia da solugdo periédica z'(t) de (2.6) é garantida, sob
algumas condigdes, por Poincaré, 1892 ( em Pars, 1965, Coddington e Levinson, 1955,
e em Hadjidemetriou, 1977, também encontram-se os mesmos resultados estabelecidos

originalmente por Poincaré).

Assim, para a equacao variacional do problema perturbado,

E=[J D*H,(z'(t))+ ) _eJ-D*H;(z'(t)) | - €. (2.11)
i1

noés temos que o novo matrizante é dado por

o (z') dz,(t)
2= . 3 :
A(t) [ 9! 22/(0) | 10 (2.12)
Expandindo z/ em torno de € = 0, obtemos
z(t) = 2'(0) + ) _ z)(2). (2.13)
3>1

aonde z)(t) = z}(2'(0).t). Assim, substituindo (2.13) em (2.12), ndés temos que o

matrizante da equagao variacional passa a ser

A(t)=[%] Ign+z [31’(0)} i | (2.14)

Evidentemente a condi¢do A(0) = Io, deverd ser cumprida e, além disso, como o
matrizante é derivado de um sistemma hamiltoniano, entao ele também devera ser uma
matriz simplética,

At J-At) = J, (2.15)
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se todos os termos em (2.14) forem incluidos.

. e |
Considerando em (2.14) os termos até O(e), e levando em conta que [%(,'t—l] e
uma matriz simplética (ver comentdrio apds a proposigao 3 no capitulo anterior), de

(2.15) nds temos que (novamente considerando apenas os termos até O(¢))

o0 3::’1(1!)] B
l@x’(ﬂ)]j,(o) J+J [31.1(0) i'((})mo (2.16)

ou seja, a matriz [g—i,‘g—;] 21163
zl’

termos de O(€?)). Assim, se nés representarmos

€ uma matriz infinitesimalmente simplética (a menos de

oz (t) Dy Dy
- " 2.17
[613‘(0) v \Ds Dy @10
aonde os D; (i = 1.....4) s@o matrizes n x n, de (2.16) nds obtemos
D4y = -D}
D3 = D} (2.18)
Dy = D}

o que também é uma outra propriedade das matrizes infinitesimalmente simpléticas.

Com a exclusio dos termos de @(e?) em (2.14) nés temos que o novo " matrizante”

é simplético a menos de termos de @(e2), ou seja,
A) - T-A(t) =T + O(2) (2.19).

Portanto, em relagao a nova "matriz monodromia” (matriz monodromia aproximada),
A(7'), nés temos que, a rigor os seus autovalores nao satisfazem a proposicao 2, item
(1), do capitulo 1 (ou figura 1.1). Entretanto, a menos de termos de O(e?), nés podemos
considera-los como cumprindo a referida proposigao. Na se¢ao 2.4 nds ilustraremos estes

fatos.

2.3 Calculo dos Autovetores.
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Uma vez determinada a matriz monodromia (aproximada), A(7’), nés também de-
vemos calcular os respectivos autovalores e autovetores para podermos fazer a analise
da estabilidade via a teoria de Krein. A determinacao das expressoes algébricas dos
autovalores, como ja mencionamos no capitulo anterior, restringe-se a tarefa de deter-
minar as raizes de um polinomio de grau "n”, polinomio reduzido, apesar da matriz
monodromia ser uma matriz quadrada de dimensao igual a "2n”. Para problemas com
até quatro graus de liberdade isso é sempre possivel embora, dependendo das expressoes
algébricas dos elementos da matriz monodromia, possa ser bastante trabalhoso: é muito
comum alguns problemas apresentarem expressées demasiadamente grandes (algumas

centenas de paginas) para os autovalores.

Entretanto a determinacao das expressoes algébricas dos autovetores tem se mos-
trada como o grande obstaculo encontrado neste tipo de andlise da estabilidade. Como
é sabido, a tarefa de determinar os autovetores de uma dada matriz resume-se na deter-
minacao das raizes de um sisterna homogeéneo de equagoes lineares cujos coeficientes sao
os elementos da matriz monodromia associados aos autovalores: A(r') — AjI2,. Como
em alguns casos s6 os autovalores chegam a ocupar dezenas (ou até mesmo centenas)
de paginas, a solucdo do referido sistema de equacgoes lineares passa a ser, muitas vezes,
um problema que desafia a habilidade de quem a ele se propoem resolver. Uma forma
de atacar este problema é utilizando a computagao algébrica. Entretanto, o uso puro
e simples dos manipuladores algébricos nem sempre € de grande valia. Na maioria das
vezes a solugao trivial (vetor nulo) € a tinica resposta a ser fornecida. Isto ocorre apés
algumas tentativas infrutiferas, por parte dos manipuladores, na determinagao de uma
solugao nao trivial de sistema homogéneo cujo nimero de equagoes € igual ao nimero
de incégnitas. Devido a complexidade (ou extensao) das expressoes algébricas de alguns
elementos da matriz A(7’) — A\jI2n, 0 seu determinante pode ser "interpretado” como

nao nulo, o que leva apenas a solugao trivial.

Aqui nés apresentamos um método desenvolvido com o intuito de facilitar a deter-

minagao dos autovetores da matriz monodromia. Apesar da simplicidade do método,
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ele tem se mostrado muito eficiente e pode ser, inclusive, aplicado a qualquer tipo de
matriz. Além disso, um dos grandes méritos do método é o de fornecer as expressoes

dos autovetores de modo bastante simplificado.

Seja A\; um autovalor da matriz A(7"). Sabemos que os autovetores v; correspon-

dentes sao obtidos resolvendo o seguinte sistema

(A(T") = AjI2n) - vy= 0. (2.19)
Evidentemente tal sistema possui solugao nao-trivial uma vez que

det(A(r') — AjI2n) = 0. (2.20)

Assim, a matriz (A(7’) — AjI2n) é uma matriz singular, de onde conclui-se que uma
das linha (ou coluna) é uma combinagao linear de outra(s). Em outras palavras, nés
temos que o niimero de equagées em (2.19) pode ser reduzido, resultando em um sistema
homogéneo de equagbes lineares com mais incégnitas do que equacoes, e neste caso a

existéncia da solugao nao-trivial estd garantida.

Inicialmente, o procedimento a ser adotado para a determinacao do autovetor vj é
excluir arbitrariamente uma das equagoes de (2.19), sem introduzir a expressao algébrica
do autovalor \; (considerando nesta etapa A; apenas como um simples parametro em
(2.19)). Em seguida, com o novo sistema reduzido, determina-se (de preferéncia via um
manipulador algébrico) o autovetor (provisério) v;. Evidentemente ");” aparecera ex-
plicitamente nas expressoes algébricas das componentes de v;. Agora, considerando A 4
como o autovalor da matriz monodromia A(7'), para saber se a equagdo que foi excluida
possui realmente uma dependéncia linear com as outra(s) (em outras palavras, para
saber se v; é realmente um autovetor do autovalor A;), deve-se dar valores numéricos
para os elementos da matriz A(7') e com estes também calcular o valor de A; e das
componentes de v;j. Finalmente, retornando com a equagdo que foi excluida, deve-se
verificar (numericamente) se (2.19) é satisfeita. Em caso afirmativo. v; que foi deter-

minado pela exclusao de uma certa equacao em (2.19) é um autovetor do autovalor )},
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cuja expressao algébrica foi utilizada na (ltima etapa da comprovagao numérica. Por
sua vez, caso (2.19) nao seja confirmada, entéao a equagao que foi excluida nao possui
uma dependeéncia linear com outra equagao (ou outras equagoes ) para o autovalor em
questao. Aj, e portanto v; nao é um autovetor de ;. Neste caso o procedimento deve
ser repetido escolhendo agora uma outra equacgao a ser excluida. Isto deve ser feito até

a obtencao de um autovetor.

!

Considerando A como um simples
pardmetro, excluir uma linha em
(2.19).

"l
-~

W
Resolver o sistema (2.19) reduzido,

dobycome fungha de A Considerar novamente A; como um
parimetro e escolher outra equagio
) em (2.19) a ser excluida.
Dar valores numéricos para os ele- Y

mentos da matriz A(1’) e com estes
determinar os valores de A e V;.

v

Retornar com & linha que foi excluida
e calcular (A(v)- 3;0a) v |

l

(A()- A1) v;=0

V; € realmente um autovetor do
autovalor A; .

Figura 2.3: Fluxograma do método para a determinagao dos autovetores v;.
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O ponto essencial do método, e que o torna eficaz em praticamente 100% dos
problemas estudados, esta no fato da determinacao do autovetor ser feita a partir de um
sistema de equacoes "reduzido”. Para os bons manipuladores existentes é praticamente
certa a determinagdo das solugdes dos sistemas homogéneo lineares cujo o nimero de
incégnitas é maior que o nimero de equagoes. Na figura 2.3 nés esquematizamos este

método através de um fluxograma.

Para autovalores diferentes, A; # Ax (7 # k), as equagdes a serem excluidas em
(2.19) para a determinagdo dos autovetores néo s@o necessariamente diferentes. Nés
podemos ter casos em que autovetores de autovalores diferentes sao determinados a
partir da exclusao de uma mesma equagao. Neste caso a independéncia linear dos
autovetores (ja que pertencem a autovalores diferentes) é resultado do fato da expressao
de A; ser diferente de A\x. Entretanto, quando um autoespago de )\; possui dimensio
maior que 1, nés temos que o método também pode ser aplicado, embora neste caso haja
a necessidade de se ter um certo cuidado: a determinagao deve ser feita escolhendo para
cada autovetor linearmente independente de ) ;, diferentes equagdes a serem excluidas, e
tendo a certeza que as equagoes excluidas também sao linearmente independentes entre

si.

E por iltimo nés destacamos que, como os autovetores sao inicialmente determi-
nados considerando A; como um parametro qualquer, a expressao obtida para v;(A )
€ consideravelmente simplificada. Pelo modo usual de se obter os autovetores, a in-
troducao da expressao algébrica de A; em (2.19) normalmente faz com que as expressées
dos autovetores chegem a ocupar até alguns milhares de paginas. Esta é também uma

importante caracteristica deste método.

2.3 Aplicagao.

No capitulo 1 nés destacamos que no hamiltoniano H, = pertence ao R?". Entretan-

to para as variaveis do tipo agao-angulo. nés devemos modificar o espaco do problema
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em questao fazendo r € T" x R", aonde T" € o n-toro. Esta particularizagao em nada
altera o que dissemos ou propomos neste trabalho: as analises descritas continuam
sendo validas bem como os métodos desenvolvidos tanto para o estudo do problema
perturbado como para o procedimento visando a determinagao dos autovetores (ver

Cordeiro e Vieira Martins, 1992).

Sabemos que o problema de dois corpos pode ser expresso por variaveis do tipo

acao-angulo através das variaveis de Delaunay:

L. G, #,1(t), g, h, (2.21)
b v 7% !
€ER? €T?
e que o fluxo é dado por: N
>
G
H
o= 2 . 2.22
5t +1(0) (2.22)
9
h

—

aonde u = G - (m + m2). Como as variaveis [, g e h sao consideradas como estando no

T3, entao podemos fazer
2
- # —
1(t) = fgmod(t,'r) + 1(0),

aonde mod(t, ) (t médulo 7) significa o resto (ndo negativo) de £, sendo 7 o periodo

da 6rbita. Em Derive - User Manual, 1990, hd uma explanacao sobre a fun¢ao "mod”,
aonde pode-se encontrar também uma expressao bastante eficiente para a sua deter-
minacao, considerando "t"e ”7” como nimeros reais, positivos e (ou) negativos. Assim,

é de imediato que o matrizante deste problema possui a seguinte expressao:

1 0000 0
0 10000
1o 0o1000 |
AB=]1=3 001 0 0 (2.43)
0 000 10
0 000 01

sendo que "t” é na verdade mod(t, 7). Um outro meio de determinar o matrizante acima

é através do hamiltoniano do problema de dois corpos nas variaveis de Delaunay:

2
H:‘u?

252
29



Neste caso nés temos que a matriz Hesiana é dada por

2 0 ...0
5 B 0 . D
D*H = P &
% aw B

o que nos permite calcular diretamente o matrizante fazendo

1 000 0O

- _ 0 1 0 0 00

- (J-D?*H -t)7 2 B 0 01 0 00

A(t)—;—————jl =In+J -D?°H -t= =2 00100

= 0 00010

0 0 0 0 0 1

Com o intuito de simplificar a notacao, nés faremos

L; — (L. G, H; j =1,2,3), (2.24q)
L; — ((t), g h: §=1,2.3). (2.24b)

Agora nés vamos supor que o problema de dois-corpos esteja submetidos a uma
dada perturbagao, e que esta nos permita representar o problema perturbado como em
(2.1), satisfazendo também as condigbes minimas para que possamos aplicar o método
proposto neste capitulo para a andlise da estabilidade. Basicamente supoem-se que
exista a solugao periédica (f,;(t). !__'; (t)) e que se possa fazer aqui como o estabelecido em

(2.9), (2.10) e (2.13). Assim, levando em conta (2.13), nés temos que

Ly; = Lj(0) + ) 'Ly (2), (2.250)
i>1
1
Lo = 6;‘1/0 ndt +15(0) + ) _ €'T;(2). (2.256)
i>1

Portanto, considerando as equagdes acima até O(e), as propriedades dadas por

(2.18), e também supondo que a perturbacao seja tal que, até O(e), o semi-eixo maior,
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a, nio seja afetado pela perturbagao (ver comentario sobre esta consideracao no final

deste capitulo), ou seja

L} = L1 + O(€°). (2.26)

entao noés temos finalmente a matriz monodromia (equagao (2.14))

1 0 0 0 0 0
€821 1 4+ €892 €823 0 €825 €826
B31 €832 l1+e€B33 0 €826 €B36
A ! — o € ' 2.27
(™) '+ eBa Ba €83 1 —€Bn  —€B3 2
€B42 €852 €853 0 1—-€B2 —€f32
€843 €Bs3 €863 0 —eB23 1—€P33
aonde os §;; sao:
af‘;l ! A
6‘5’;1 I . .
Bji = m(f) (j £3,i>3),
al’ .
. G- , r&3
.{jgt 3L:(0) (T) (j >3, 1< ).
all.

G oy (G.i> 3).

By =
aLl;_4)(0)

Os autovalores de A(7’), calculados por nés por meio de manipulador algébrico.

Maple V, e considerando apenas os termos até O(e), sao

Ao =1, (2.284)

Aza=1=% €§\/f(5ji) + 1/ 9(Bji), (2.280b)
Ase=1=x 6?\/1’(53’{) -1/ 9(8ji)s (2.28¢)

aonde

f = B2, + 82, + B36B63 + Bs2B825 + 2(B32823 + Bs3826)

9 =B + B + BLB8% + 82,835 — 285835 + 2833852625
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— 283,0530836 — 2635852825 + 2820863836

+ 2859825863836 + 482, 853826 + 48428320823

+ 482,853825 + 482,832823 — 40%,8630825

— 482,850836 + 4825852353 + 482,825 836

+ 4832823852025 + 4863336332823 + 4853826852025
+ 4863836053026 + 8833352823825 — 8822853825033
+ 8822063826832 + 8033332853025 + 8822833832823
+ 8822833853836-

Ao longo deste trabalho nés convencionaremos que os subindices pares correspon-
dem aos autovalores cujas partes imagindrias sejam menores ou iguais a zero. e os
subindices impares aos autovalores cujas partes imaginarias sejam maiores ou iguais a
Zero:

S(A135) >0,
J(A2.4.6) < 0.

Também ndés chamamos a atencgao para os autovalores A\; 5 = 1. Eles sao exatamente os

autovalores que satisfazem a proposigao 1.

Para aplicarmos a andlise da estabilidade, via a teoria de Krein, a este problema,
obviamente nés primeiro devemos verificar para quais valores dos elementos 3;; os au-
tovalores A3 456 estarao sobre o circulo unitario: |A3456| = 1. Mas das expressoes
(2.28b) e (2.28¢) observa-se que isto s6 acontecerd se f = g = 0. o que implica em
A3 456 = +1. Como foi mencionado no capitulo 1, para estes autovalores nés temos
uma situag¢ao que é geralmente instavel, além do fato de nao ser definida a determinagao
de suas assinaturas. Entretanto se os 8;; sao tais que /f + /g sao puramente ima-
gindrios, entao nés podemos considerar que, a menos de termos de O(e?), os autovalores
A3.4,5.6 est@ao sobre o circulo unitario. Neste caso estes autovalores sao os autovalores

A3.4,56 = +1 da matriz nao perturbada (2.23) que foram deslocados no plano complexo,
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pelas perturbagoes, em direcoes paralelas ao eixo imaginario. Como estes deslocamentos
sao de O(¢), entao as distancias destes autovalores ao circulo unitario serao de O(e?)

(ver figura 2.4).

deslocamento de

/ o(€)
©

/
I

deslocamento de
Re O)

Figura 2.4: Posigao dos autovalores A3 4 no plano complexo.

Das expressoes de f e g nés temos que sao 11 as varidveis 3;; envolvidas neste pro-
blema. Evidentemente uma anélise em uma espaco de tal dimensdo ndao é uma tarefa
facil de ser feita. Apesar desta dificuldade. podemos obter informacgoes a respeito de

algumas interessantes caracteristicas relacionadas a assinaturas dos autovalores A3 4 5.

Considerando apenas os autovalores do primeiro quadrante, A3 5, para os autove-

tores noés temos que

v3 5 = (0,:::_-;5. I%FS, z,1,z35)! (2.29)

aonde z € C e

r11(8;i) + r12(85i)(f £ /9)
k3,s(8ji)

3?(3«' :1.,5) =
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k) = s & val (LU 2 VD)),
3,5\ ;i

R(:rzﬁ) _ ra1(85i) + r22(85:)(f + /9) -
k35(85i)

( ' 3 1921 )
I(z35) = m (ks 3(3,::])

r41(8j:) + ra2(85:)(f £ /9)
k3 5(8;i) ‘

ot = 72V (22

R(z35) =

sendo

ri1 = 4(833822 + Ba6B63822 — 823832003
— 853836823 — Be3B32026 + 8538330826).
r12 = —20822,
i11 = 2V2(B32823 + 853826 + B2 + Be3B36).
i1p = —V2,
ro1 = —4(—B2383, — 8230520836 + 833832802
+ 8338520826 + 853836822 — 8538320826),
rog = —2839,
in1 = —2V/2(832822 + 8520826 + 833832 + B53836).
ra1 = —4(B63832822 — 833853892 — 353832823
+ B52033023 + B63B52026 — B2aB26),
T42 = —28s3,
i11 = —2V2(B53822 — Bs2B823 — B3B3 + Bs3Bas).
ks s = k1(Bji) + k2(8;:)(f = Va).

e, em k3 5, ndés temos que as fungoes k; e ko sdo dadas por

k1 = —8853B33032 + 4852833 + 4863852036 — 4825836 + 436382,,
ko = —20s2.
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Obviamente, para o autovalor A3 nos adotamos o sinal positivo que aparece em f = ,/g,

e para o autovalor A5 o sinal negativo.

O produto escalar indefinido correspondente é dado por:

+/1f + V3
(v3,5,v35) = Wpa.s(ﬁji) (2.30)
aonde P35 sao fungoes reais, sendo que
P3s = A(B5)(f £ v9)* + B(8;)(f £ Va) + C(Bji) (2.31)

aonde

A = i12ko,
B = iy kg + i1k + ragiz — 141722,

C = i1k + rq1i21 — i41721.

Da equagao (2.30) conclui-se, de imediato, que as fun¢oes P; sao as unicas respon-
saveis pelos sinais de (v;,v;), e também de (2.30) e (2.31) tem-se que os sinais de (v3, v3)
e (vs,vs) dependem essencialmente do "coeficiente” A e das "raizes

—-B +VB?%-4AC
24 )

T2 =

O que queremos dizer é que, quando somente uma das raizes, r; ou r3, esta entre
(f — /9) e (f +/9), entdo nés temos que os autovalores A3 e A5 possuem assinaturas
diferentes. Por sua vez, se nenhuma das raizes se encontra entre (f —./g) e (f +./g), ou
se as duas se encontram entre (f — ,/g) e (f + \/g), entdo nés temos que os autovalores
possuem a mesma assinatura (ver figura 2.5). Evidentemente os valores de A, B, C,
(f — V3) e (f + /39) (e consequentemente de 7, e r) sao determinados pelos elementos

Bji da matriz modromia perturbada.

E interessante observar que se a perturbacao estd modificando os valores dos elemen-

tos B3;i, a colisdo entre A3 e A5 s6 ocorrerd quando g = 0 (A3 = As). Se os autovalores
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A3 e A5 tinham assinaturas diferentes antes da colisao, entao conclui-se também que
nesta colisao f = r; ou f = rg, uma vez que o autovalor resultante possul assinatura
indefinida. Ja tal fato necessariamente nao ocorrera se os autovalores possuiam a mesma
assinatura. Se também considerarmos f = r, ou f = ro no instante da colisao, entao
o autovalor resultante sera do tipo indefinido. enquanto deveria ser do tipo definido ja
que os autovalores envolvidos sao do mesmo tipo. Isto nos leva também a concluir que
para g # 0, (A3 # Xs), jamais teremos (f +,/g) = riou (f+/g) =r20u(f—/g) =r;
ou (f — 1/g) = r2, pois quaisquer uma destas condi¢oes implica em um autovalor de

multiplicidade igual a 1 com assinatura indefinida e, como mencionamos no capitulo 1,

isto néo é permitido.

Exemplos em que A;e A; possuem assinaturas diferentes

& &
J P=Ax*+Bx+C g P=Ax"+Bx+C

e
|
Tl
5
y
-t
|
___“T
\ﬁ
X
s
5
=

Exemplos em que A, e A, possuem assinaturas iguais

P P=Ax’+Bx+C pt P=Ax*+Bx+C
: |
j }1' ;5 E ~ f “ﬁ f+4ﬁ .
f—'ﬁ\/f R X N MVEE:
. ]

Figura 2.5: Relagao das posigoes das raizes r; e ra com assinatura do autovalores A3 e

As. Aqui estamos supondo que r1 < ra.
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E finalmente, supondo agora uma pequena perturbagao extra atuando sobre o pro-
blema, para r, ou rp pertencendo ao intervalo ((f — /g).(f + 1/g)), uma colisao entre
A3 e A5 produzida por esta perturbagao podera resultar na instabilidade do problema.
Caso contrario, se ry e ro nao pertencem ao intervalo ((f — v/g). (f ++/9)), ou se ambos
pertence a ele, entdo a pequena perturbagao nao serd capaz de instabilizar o problema

ao colidir estes mesmos autovalores.

Os resultados acima sao validos, como ja dissemos, para perturbagdoes que nao
afetem, até O(e), o semi-eixo maior da érbita. Em alguns casos isto s6 ocorre se consi-
derarmos apenas o efeito secular da perturbagao sobre "a”. Como exemplos deste fato
noés temos o movimento dos satélites artificiais em torno de planetas esferoidal oblatos
(Brouwer, 1959) ou até mesmo em torno de planetas oblatos, considerando neste caso
a elipsidade do equador do planeta (Izsak, 1961). O estudo considerando os termos de
curto e longo periodo da perturbagao sob L, também é possivel. Neste caso, no calculo

de —?—!l—)(r’ ) deve-se lembrar que

aL; (0
- t - - —
i{:/ ndt+1’l(0)+ZeJl{i(t).
0 i>1
aonde
2 W

n

LBt (L4(0)+ PR eI L1,(t))%

além de termos que somar aos elementos da primeira linha e quarta coluna da matriz
(2.27) os correspondentes termos €3j; que neste caso ndo sao necessariamente nulos.
Deste modo, nés temos que muitos sao os problemas que podem ser objetos do método
proposto. Apesar de termos apenas mencionado o estudo envolvendo satélites artifici-
ais, como tema a ser objeto do método desenvolvido, ele também pode ser aplicado a

problemas abordados pela teoria planetaria.
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CAPiITULO 3.

Pontos de Equilibrio para Potenciais Genéricos.

Neste capitulo nés estudamos os problemas com até 3 graus de liberdade, possuindo
pontos de equilibrio. O sistema de referéncia adotado é sempre nao inercial (situacoes
aonde normalmente aparecem os pontos de equilibrio na Astronomia) e expresso em
coordenadas esféricas. A escolha deste sistema de coordenadas se deve nao s6 ao fato
deste ser um sistema natural para varios problemas (aqueles que apresentam simetria
espacial esférica) mas também porque nele a equacao variacional assume uma forma
mais simplificada. Este estudo é feito para potenciais genéricos, aonde determinamos
as expressoes algébricas de todos os seus autovalores, autovetores e as respectivas as-
sinaturas. Os resultados aqui contidos também podem ser encontrados em Cordeiro e

Vieira Martins, 1994,
3.1 pontos de equilibrio de Potenciais em Rotacgao.

Em coordenadas esféricas nés temos que o lagrangeano por unidade de massa para
um pequeno corpo movendo através de um potencial U, considerando um sistema de

referéncia inercial, é expresso por (ver, por exemplo, Landau e Lifshitz, 1978)

B % (f2 +r26% + rgsen2(9)<iﬁ2) ~U(r,8,9,1), (3.1)

Os respectivos momentos canonicos sao dados por

dL .
= m
aL 2'
Pg = — = r<0, 3.2
6 =z (3:2)
aL 2 2 -
Py = — = r“sen”(0)o¢,
“=3z (6)

cujo correspondente hamiltoniano, também por unidade de massa, é

L{ o P} P;
H=-|P e U(r,0,0,t). ;
3\ PP+ 2+ ey | F U0 (3.3)
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Obviamente a dependencia temporal do potencial U sé ocorrera se a massa (ou a
distribui¢ao de massa) do corpo (ou dos corpos), a que se refere o potencial, estiver em
movimento em relacao ao sistema de referéncia adotado (inercial). Este é o caso do
problema restrito de trés corpo, PRTC, e do potencial de um corpo oblato ou prolato,

em rotagao.

Aqui nés vamos considerar um sistema de referéncia que estd girando com uma

"

frequéncia w > 0 em torno do eixo "z” (eixo ao qual se refere a varidvel ), no mesmo

sentido do angulo ¢. Neste caso, é de imediato que podemos fazer
U(r.6,¢,t) = U(r.6,¢") (3.4)

aonde

¢ =0 —wt. (3.5)
Neste caso, para 0 novo momento temos que
Py = r2sen?(6) (o’ + w), (3.6)

o respectivo hamiltoniano (auténomo e por unidade de massa) é dado por

g=t(p2s B0y Py +U(r,6,¢') —wP (3.7)
= = —— r,u, - w e o
2\ " 2 r2sen?(9) ¢ %

Este é o hamiltoniano expresso em coordenadas do tipo esféricas. para um pequeno

corpo considerando agora um sistema de referéncia nao inercial.

As equagdes do movimento (de Hamilton), equagao (1.1), referente a (3.7) sao

;= P, (3.84)
6 = P_g, (3.8b)
T

. Py

$= r2sen?(6) e (3.8¢)
. P} U
E= 3 " r3sen?2(6) Or’ (3:84)
’ P2cos(8) oU

i e x ..

bgr= r2sen3(9) 980’ [3:80)
: aUu
Po="%4 (3-8f)
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aonde, por conveniencia, foram eliminadas as plicas (') na variavel ¢.

Como sabemos, os pontos de equilibrio sao as solugoes do sistema
J - DHEz)=10 (3.9)

aonde no nosso caso, r = (r,8,¢, Py, Pg, Py)". Assim, das equacdes (3.8) nés temos de

imediato que

Py =0, (3.10a)
Py =0, (3.100)
Py =r2wsen?(6), (3.10¢)
‘Z—f =rw?sen’(8), (3.10d)
(‘;—g z%r2wzsen(29), (3.10e)
oU
T3 =0, (3.10f)

de onde conclui-se que o ponto de equilibrio é dado por

z = (7,0,0,0,0.7%wsen?(9))". (3.11)

Portanto a determinacdo de 7, 8 e &, e consequentemente de 7, é feita resolvendo

simultaneamente apenas as equagées (3.10d), (3.10e) e (3.10f).

Uma vez determinado o ponto de equilibrio z, determina-se também a matriz da

equagéo variacional, que para o hamiltoniano (3.7) é dada por

0 0 01 0 O
0 0 0 0 «a O
2 = b d 0 0 0 [
J D H(&) = c h 100 -l (3.12)
h f k 0 0 —d
! kK g 0 0 0
aonde
1
a=s5, (3.13a)
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—2w

r
U |
o2 L‘:
d = — 2wecot(8),
B 1
e 72sen2(6)’
U
T2
d%U
rra
%U
Y ¥
32U|

b=

— 3uw2sen’?(8).

o=

=

T

g:

L]

T

— 72w?sen(26),

T 9009
8%U |

=~ ;
9rdo |,

— 72,%(2 + cos(26)),

(3.13b)

(3.13¢)
(3.134)
(3.13¢)

(3.13f)
(3.139)
(3.13R)
(3.13i)

(3.13;)

Como a matriz J - D2H (7) é infinitesimalmente simplética. entdo de (3.12) constata-se

que a propriedade dada por (2.18) aqui também se aplica, aonde no presente caso

3.2 O Potencial U(r).

0 0 0
Di=10 0 0

b d 0

1 0 0
Do=10 a 0],

0 0 e

c h 1
Ds=\|h f &k

Il k g

(3.14a)

(3.14b)

(3.14¢)

Este é o mais simples de todos os tipos de potenciais e consequentemente o mais

facil de analisar. Como exemplos nés temos o potencial gravitacional de corpo de massa

M, pontual ou com simetria esférica,

G-M
U=- ;
:
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e também os pontenciais que variam com o inverso da n-ésima poténcia da distancia (n
sendo um numero real positivo qualquer), ou seja
U=—-——, (3.16)

,r'ﬂ.

aonde p é uma constante.

A determinagao dos pontos de equilibrio é feita a partir da equagao (3.10e) de onde

se obtém
1 !
?‘3—3 = §r2wzsen(29) = = H= n21r, (3.17)
com n’ = 0,1,2. Entretanto para n’ = 0,2 nés obtemos que
ou
i 0 = U = constante, (3.18)
! i

0 que nos leva a considerar aqui apenas os pontos de equilibrio equatoriais (6 = 7).

Neste caso, também da equagao (3.10d) nés concluimos que

LB W L e | (3.19)
ar 2

o que é uma generalizacao da terceira lei de Kepler para um potencial U(r) genérico.

Assim, o ponto de equilibrio é dado por

,6,0,0, 72w)T, (3.20)

z=(F

™
"2

aonde 7 é solucdo de (3.19) e ¢ pode assumir qualquer valor em [0.2x).

Para a matriz (3.12), levando em conta o fato de  ser um ponto equatorial, tem-se

que
00010 O
0000a O
soiv |5 00 00 a
I-DPHE=|. 0000 -l (3.21)
0 f0O0O0 O
000O0GO0 O
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aonde

e =a, (3.22q)
U ;
e==- 23| - 3w?, (3.226)
X
f=—- i, (3.22¢)

Os autovalores da matrix (3.21) s&o

a1z =0, (3.23q)

gy = yJof = diid, (3.23b)
+ 3@2) i (3.23¢)

8%U
05’6::*:\/E= i\/(m "

Nés lembramos que para estes autovalores, como também para os demais deste capitulo,

é valida a convencao estabelecida no capitulo anterior aonde definimos que os subindices
pares correspondem aos autovalores cujas partes imaginarias sejam menores ou iguais a
zero e os subindices impares aos autovalores cujas partes imaginarias sejam maiores ou
iguals a zero.

Em (3.23¢) nés estamos considerando %—?}' + 3w? > 0 (caso contrario, as¢ € R
fazendo com que o 7 seja instdvel). Também, ge,;almente noés temos que os autovalores
a1 = 0 estdo associados a termos seculares nas solugoes da equagao variacional. Mas,
de modo anélogo ao que mencionamos no capitulo anterior, se¢cao 2.1, o conceito de
estabilidade linear serd substituido pelo da estabilidade orbital. Para os problemas deste
capitulo, a determinagéo da estabilidade orbital é feita substituindo a idéia de vizinhanga
de um ponto Z, que no caso da estabilidade linear pode ser considerada como uma esfera
com centro em 7, por um toro gerado pela rotacdo da referida esfera em torno do eixo
z , figura 3.1. Assim, se existir um toro deste tipo tal que, para toda orbita que parte
(t = 0) de um ponto muito préximo de Z, se ela permanecer dentro deste toro para todo
o tempo (t € (—oo,+00)), entdo neste caso Z serd considerada como estdvel. Portanto,

para o potencial U(r) a palavra estabilidade significa estabilidade orbital. Este mesmo
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conceito também sera aplicado para o estudo do préximo potencial, U(r,8), na proxima

secao.

Esfera centrada em X

Figura 3.1. Toro gerado pela rotagao da esfera centrada em r.

Os autovetores de a3, obtido por nés, sdo dados por
v3 = (0.2,0,0,a37%z.0)", (3.24)

cuja assinatura é

(v3,v3) = —2|z|*|as|f® = —2|z|2wF? < 0, (3.25)

aonde z € C. Desta forma nds temos que a3 possui assinatura definida negativa. Como

*

a4 = a3 = —ag entdo da expressao para o calculo dos autovetores obtemos
((J - D2H(Z) — aslan) - v3)* = (J - D®H(Z) — a4lay) - v5 =0, (3.26)

de onde conclui-se que v3 € autovetor de a4, (v4 = v3), e de (1.16) deduz-se também
que

n

o) 2230601 =233 (G0 )

=— 22 S(v3(v5T")*) = —(v3,v3) > 0, (3.27)

ou seja, a4 possui assinatura definida positiva.
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Para o autovalor as, os correspondentes autovetores sao

—2uw

ras

z,a52,0.0)%. (3.28)

cuja assinatura é dada por

(vs,vs) = —2l212|05| - '2|Zl2 (3-29)

|,2' Re
aé>+

o+

Figura 3.2: Assinaturas dos autovalores a; . ¢ do potencial genérico U (r). Nesta figura

consideramos |as| < |as|.

Também aqui nés temos que as possui assinatura definida negativa, e de modo seme-
lhante a a4, nés temos que ag também possui assinatura definida positiva. Na figura

3.2 nds ilustramos estes resultados.

Assim, nés temos que qualquer pequena perturbacdo conservativa nao € capaz de
destruir a estabilidade deste problema ao produzir uma colisao entre os autovalores a3 e
as, e consequentemente também entre os autovalores a4 e ag. A perda da estabilidade

sé ocorrera se a perturbagao deslocar os autovalores a2 para fora do eixo imaginario
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ou se produzir uma colisao entre autovalores com assinaturas diferentes, como por e-
xemplo entre a3 e as ou entre as e ag em zero. A impossibilidade de ocorrer perda de
estabilidade por colisao de Krein (colisao entre autovalores com assinaturas diferentes)

ja era esperada uma vez que este problema pode ser reduzido a 1 grau de liberdade.

3.3 O Potencial U(r,¥).

Um exemplo tipico deste potencial é o de um planeta esferoidal oblato (ver, por

exemplo, Blitzer, 1985):

}iin P, (cos 9)) ; (3.30)

U= 5(1 i.}
=-£(1- .
n=2

Diferente do potencial U(r), aqui os pontos de equilibrio nao estdo restritos apenas
ao plano do equador, = % Por exemplo, no caso do potencial de um planeta esferoidal
oblato, ndés temos que as derivadas do polinémios de Legendre podem ser representadas

por
OPp(cosf)

e Za;_n (costﬁ?)l~1 sené. (3.31)

=1
aonde a; , € R. Assim, de (3.10e) nés temos que

(e o] n
H Re™ = '
= [Z (Jn = Zaz,n(ms 9)*’ 1)} serld =122 6650 Beri. (3.32)

n=2 =1

De imediato verifica-se que, para 6 = % (ponto de equilibrio equatorial), a relacdo acima
€ satisfeita. Entretanto, ao eliminarmos os termos em seno que aparecem em ambos os
lados da relagao (3.32) nés obtemos um polinémio (supondo n finito) em cos @, cujas
raizes fornecem os demais valores de @ correspondendo, muito provavelmente, aos pontos
de equilibrio nao equatoriais. Evidentemente, neste 1ltimo caso, a determinacéo de 7,
se possivel, serd feita ao resolvermos simultaneamente as equagbes (3.10e) (ou(3.32)) e

(3.10d).

Nesta se¢ao nés estamos supondo que o potencial U (r, 8) genérico, possua um ponto

(ou pontos) de equilibrio, equatorial ou nao, o que nos leva a seguinte matriz da equacéo

46



variacional,

J-D*H(z) =

o >N o000

Os autovalores de (3.33) sao dados por

a2 =0,

S o AR OO

(= N e T e TR e I e

Do OO0 O —

oo oOoOR O

0314:i\/(af+c)+\/(afrc)2+4ah2,

a Gy a —C2 ﬂ'.2
m:i\/(w ) - (T — )% + 4k

aonde também estamos considerando que

(af +¢) <0 e 0< (af —c)®+4ah? < (af +¢)%

pois, caso contrario, a parte real dos autovalores a3 _ g nao sera nula.

o0 —

Im

sl

o0 +

Re

(3.33)

(3.34a)

(3.34b)

(3.34c)

(3.35)

Figura 3.3: Assinaturas dos autovalores a1 g do potencial genérico U(r,6). Aqui nds

temos necessariamente que |as| > |as) .
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Para agy5, 05 autovetores sao

" (af —n2;) o (abf — ahd — bo3 5) o (af —a?3)ass . @352 o L
W ah . ahass = ah g '
(3.36)
cuja assinatura é dada por
. (af —a35)? 1
13.5,v3.5) = —2|z|? — 4+ -] <0 A
(v35.v35) 12| |ass| ( (ah)? s (3.37)

Portanto, assim como para o potencial U(r), aqui a3 s possuem assinaturas definidas
negativas e a4 ¢ (246 = —a35) possuem assinaturas definidas positivas (figura 3.3). As
mesmas conclusoes mencionadas no final da seg@o anterior sobre as possibilidades de
perda da estabilidade também se aplicam a esta. Aqui, a impossibilidade de ocorrer
a perda da estabilidade por colisao de Krein também era esperada uma vez que as
condicgdes para os autovalores serem @ agindrios puros, (3.35), correspondem a condigéao

do Hamiltoniano reduzido. obtido por D?H (%), ser definido positivo; MacKay, 1986.
3.4 O Potencial U(r.o).

Como exemplos deste potencial nds temos o Problema Restrito de Trés Corpos-
circular, planar ou espacial, e o potencial de um planeta oblato ou prolato (o capitulo

4 é inteiramente dedicado ao estudo destes potenciais).

Da equagio (3.10e) temos que 8 = 0, Z.m. Mas para 6§ = 0.7, de (3.10d), temos

que
au(r,
_(r_qb) =) =5 U=U(s).
ar
0 que € um caso pouco interessante. Portanto aqui nés consideraremos apenas 6 = >
Neste caso, a matrix da equagao variacional é dada por
00 01 0 O
0 000 a O
2,..7-x_ | % 0 0 0 0 a
J-D*H(z) = c 0 100 —bl° (3.38)
0 f 00 0 O
! 0 ¢g 00 O
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aonde

e =a,
U
e = 3u?, (3.39)
g
e cujos autovalores de (3.38) sao
ay o = Vaf = twi, (3.40a)
+c)+ — ¢)? + 4al? — 4p?
a3z 4 = + \/(ag C) \/(ag 5 C) g g, (340b]
(ag +¢) — \/(n.g —¢)? 4 4al? — 4b%g
tewop== ik 5 3 (3.40¢)
Como os autovalores a3 g devem ser puramente imaginarios, entao
(ag4+¢) <0 e 0< (ag—c)?+4al® - 4b%g < (ag + ). (3.41)
Para o, os correspondentes autovetores sao
a1z t
U] = O,T,D.O,Z,O , (342)
cuja assinatura €
!2
(U},‘U]) = 7 [0(1| < 0. (343)
Desta forma nds temos que a; € definido negativo e ay = —a; é definido positivo.
Agora, para ag; nos temos
T
o (o35 — 9a)z _ (bass+1la)z (afs — ga)assz 0.2 (3.44)
5 — 2 U, 3 < 1 .
(bg + 10315) (bg + 503‘5) (bg + 303‘5)
sendo que a assinatura é dada por
2|z?|as s
e e o
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Da expressao acima conclui-se, de imediato, que o termo (II) é o responsivel pela
definicao do tipo de assinatura dos autovalores a3 5 uma vez que o termo (1) é sempre

maior ou igual zero.

Com o intuito de simplificarmos a andlise das assinaturas de a3 e as, nés definiremos

p =ag — c, (3.46)

8 =al® — b?g. (3.47)

Em termos destas novas variaveis nés temos que

2¢) = \/p%2 + 43
Q35 = J(p+ °) 7+ ; (3.48)

2

(vsys.v35) = m _

[N

2
2|z||ag 5 -pE+/p?+43
= e —3|. (3.49)

(1)

Para a3 = as, de (3.48) nés temos que p? + 48 = 0, o que implica que

8<0 e p==\/13| (3.50)

Agora, concentrando-nos apenas no termo (II) em (3.49), nés temos que ambas as

assinaturas de aj 5 serao negativas ((I1) < 0) para
8> 0, (3.51)
que a assinatura de a3 sera igual a zero quando
B<0 e p=++/40] (3.52a)

ou

B=0 e p>0, (3.52b)
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e qile a assinatura de as sera igual a zero quando

B:¢0 e p=tr/A3] (3.53a)

ou

8=0 e p<0. (3.53b)

Portanto no espago bi-dimensional p3 nés temos 4 regices cujas as delimitacoes séao
dadas por (3.50), (3.51), (3.52) e (3.53) (ver figura 3.4).

A

regizio () | P

regido (IlI-a)

Figura 3.4. Regites no plano p3.

Das relagoes (3.41)e de (3.46), nés temos que o ponto T sera estavel se

p+2 <0 (3.54)

8 < clc+ p). (3.55)

Assim, para ¢ > 0, de (3.54) e (3.46) obtém-se que
pte< —c=—le] = pt+ec=a-9g<0 = p,g<0 e B<elc+p)<O.
Mas, considerando (3.47), da iltima desigualdade acima mostra-se também que

B=al’>-b2g<0 = g¢>0,
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o que contradiz a condi¢ao anteriormente determinada para "g”. Deste modo nés temos
que, para ¢ > 0, o ponto de equilibrio z seré sempre instavel. Agora, supondo ¢ < 0, de
(3.54), nos temos duas possibildades: p+ ¢ > 0 ou p+ ¢ < 0. Para p + ¢ > 0 verifica-se
de imediato que

p,g>0 e B<ele+p) <0,
de onde conclui-se que, parac < 0 e p+ ¢ > 0, é somente na regiao (I1) aonde z podera
ser estdvel. E finalmente, considerando ¢ < 0 e p + ¢ < 0, nds temos

p+c=a-g<0 = g<0,

e como 8 = al? — b2g, entdao B > 0, resultando no fato de ser a regiao (III) aquela aonde
T podera ser estavel se c < 0 e p+c¢ < 0. Na tabela 3.1 nés ilustramos estes resultados.

Tabela 3.1: Regioes Estaveis.

Dominio dos pardmetros Regifio aonde X pode ser estivel
c<0,p+c>0(oug>0) Regifo (II)
c<0,p+c<0(oug<0) Regidio (11I)

=1

Destes resultados nés podemos concluir que na regido (IV) o ponto T serd sempre
instdvel. Além disso, também temos que sobre o semi-eixo p > 0 (8 = 0), os auto-

valores (expressao (3.48)) sao dados por

az =vp+c=/ag, (3.56a)
s :\/E. (3565)

Neste caso nds temos exatamente a fronteira entre as regides (II) e (III-a), e da tabela
3.1 conclui-se que ai g = 0, o que implica no fato do autovalor a3 = ,/ag ser nulo. Deste
modo, verifica-se que no semi-eixo p > 0 (8 = 0) ocorre uma colisdo entre autovalores
de assinaturas contrérias, a3 e a4 (ver equagdo 3.27), o que explica o motivo do termo

(IT)(para a3) se anular nesta regiao (equacao (3.52b)).
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Na regiao (1) nds temos que p? + 43 < 0, o que resulta no fato dos autovalores ag s
terem as partes reais diferentes de zero (o ponto de equilibrio z € portanto instavel
nesta regiao) enquanto na regiao (III) nés temos que ambos os autovalores possuem
assinaturas negativas (equagao (3.51)). Para a regiao (II), considerando primeiro o
autovalor as, nos temos que a assinatura € igual a da regiao (III) uma vez que, para
este autovalor, na fronteira que separa estas regides (dada por (3.52b)) a assinatura néo
é nula sendo ai (nesta fronteira) também negativa (isto é verificado facilmente fazendo
p > 0e B =0no termo (II) de (3.49)). Agora, considerando apenas o autovalor a3, para
a regiao (II) nés temos que qualquer caminho ligando um ponto desta a outro ponto
da regiao (I11-a) devera, necessariamente, atravessar a fronteira dada por (3.52b) aonde
(v3.v3) = 0. A priori isto ndo significa que na regiao (II) a assinatura de a3 seja do tipo
positiva. Para determinar o tipo da assinatura de a3 nesta regiao, ndés temos que

2
_ 2 4; Ja2 4
P'*'v_i"‘ Y _s :!_{’_**'l(‘/p2+4_3_p)

-2

:{<0 Sep>09ﬁ>0$ (357)

>0 sep>0eB3<0.

Assim, nés temos que na regiao (II) a assinatura do autovalor a3z é do tipo positiva.

Estes resultados estao ilustrados na figura 3.5.

E interessante observar que as condigoes (3.52a) e (3.53a) coincidem com a condigao

(3.50), de onde se conclui que o seguinte resultado importante:

PROPOSICAO 1: Para o potencial U(r.®), por meio de variagdes dos parametros
interno (variagoes dos elementos da matriz (3.38)) a colisao entre a3 e as geralmente
ocorrera com estes autovalores possuindo assinaturas diferentes. A inica excegao seria

a colisao entre a3 e as no ponto (p, 3) = (0,0).

Por consequéncia, o autovalor resultante desta colisdo possuira assinatura do tipo misto.
Na verdade existe uma possibildade da colis@o entre os autovalores a3 e a5 acontecer com
estes possuindo a mesma assinatura: seria a colisdo ocorrendo no ponto (p, 8) = (0,0).

Entretanto, tal possibilidade é muito pouco provavel.
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regides aonde as
assinaturas de a
sfo diferentes.

Figura 3.5. Assinaturas dos autovalores a3 s no plano pg3.

3.5 O Potencial U(r.6.¢).

Para este potencial nés temos que a matriz J - D2H (%) é dada por (3.12), e que
os autovalores a; sao as raizes do polinémio caracteristico det (J - D2H(z) — a;I) que.
como mencionado no capitulo 1, pode ser reduzido a um polinémio de 3° grau. Os

autovetores correspondentes sao dados por

5 5 plai)z aB(ai)z y(ai)z plai)z  aif(a;):z Z)T
e (de(a,-)' de(a;) ' de(a;) aijde(a;)’ de(a;) ' ’ (8.58)
cuja assinatura é
i s O
(6 ) =~ (e
« (9 (M) - av(a)la@)? + 0(ede (@) (359

aondei=1,....,6 e

p(ei) =af — (af + ge)a? +a(efg — ek? + d*g),
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d(a;) =ha? + (bk — dl)a; — egh + ekl — bdg,
v(a;) =ba? + ela? + (adh — abf)a; — a(d*l + bdk + ehk — e fl),
pla;) =cal + (ah? — acf — ceg — b%g + el?)a?

+alc(afg — ek? + gd?) + e(2hkl — gh? — f1?)

+b(fg — 2dgh — k% + 2dik) — d*I%).

de(a;) =la? + bga? + (ahk — afl)a; + a(bk?® — dkl — bfg + dbh).

Para este problema nds podemos ter todas as possiveis combinagoes de assinaturas para

os autovalores a;__ g. como foi mostrado por testes numéricos.
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CAPITULO 4.

Aplicagoes do Estudo para os pontos de equilibrio.

O estudo desenvolvido neste capitulo sera todo baseado nos resultados mostrados
no capitulo anterior. Primeiramente mostraremos os resultados obtidos para o estudo
do Problema Restrito de Trés Corpos, e finalizaremos apresentando semelhante estudo

para o problema de pontos de equilibrio de corpos oblatos e prolatos.

4.1 O Problema restrito de Trés Corpos.

Aqui nés consideramos o PRTC circular, casos espacial e planar, e expressos em
coordenadas esféricas. Como principais resultados, nés temos a evolugao das assinaturas
dos autovalores a3 s em relacao parametro interno p (razédo das massas dos primaérios
M, e Ms), e que a introdugéo da parte espacial nao acrescenta novos fatos ao processo

de perda da estabilidade do problema.

4.1.1 A Anilise da Estabilidade e as Assinaturas dos Autovalores.

Para o PRTC circular, a expressao do potencial em coordenadas esféricas, quando
escrito em relacao a um sistema de referéncia nao-inercial, girando, com um dos eixos

contendo sempre os dois primérios e centrado no centro de massa destes (ver figura 4.1),

é dada por
s
B £ (4.1)
U | T2
aonde
M
S S— 4.2
b=+ M) (4-2a)
r1 =4/r2 + d? — 2rd, senf coso, (4.2b)
ro =4/r2 +d3 + 2rd, senf coso, (4.2¢)
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aonde estamos considerando que G(M, + M3) = 1. E conhecido que o PRTC - circular
possui 5 pontos de equilibrio equatoriais sendo que dois deles sao estaveis enquanto os
ontros 3 sao instaveis. Para os pontos de equilibrio estdveis, os pontos L4 e L5 (pontos

Lagrangeanos equilaterais) nés temos que

_ = 3d
r=+1+pup-1), 6= E, o = +sen”! \/t . (4.3)
2 2r
e as derivadas parciais do potencial sendo dadas por
%U 1 72 1 - 2¢4*
1 Pl - p)eosthd? dde)
or? |, d3 d>
02U :3;1(1 - p.}Fsena;cosa>H (4.4b)
orde |, d3
217 =2 —1)s 25
9 ! _3ru(u - )sen ¢ (4.4¢)
99° |5 d
2y a? o*U
i ) <, (4.4d)
ordd |, 962 |, 3600 |,

Substituindo as equacoes acima na matriz da equagao variacional ndés temos exatamente

a matriz (3.38). para o do potencial genérico U(r.¢), no capitulo anterior.

PR

Figura 4.1. Geometria do PRTC.

Normalizando completamente o PRTC, w = 1 e d = 1, nés temos os autovalores

ay g ==+1, (4.5a)
-1+ /1427 -1
e \/ +4/ p(p —1) (4.5b)

2 ?
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cujas as assinaturas (equacoes (3.43) e (3.45)) de a3 5 sao

T S

L+ pu(p = 1)

_ —2zflass| | {@O+pp - )1+ 2Tp( - 1) = 1) £ 9u(p - 1))?
lbg + larg 512 16(1 — p(p — 1))2

5 (Qu(p —1)(12p% — 2443 + 3142 — 192 + 16))
16(1 — p(u — 1))?

{vi, 1)) = — 2|z] (4.6a)

(v3.5.v35)

(4.60)

Deste modo nds temos que toda a analise da estabilidade do PRTC pode expressa como
um problema dependendo apenas de um tinico parametro, a razao de massas "u”. Para
este parametro, é sabido que existe um valor critico, p. = % - 3@ tal que para valores
de i menores que p., 0 < p < p., tem-se que os pontos L4 5 sao estdveis, enquanto que
para os valores maiores, p. < p < % estes pontos sao instaveis. Assim, para g = 0
(M2 = 0) nds temos que a3 4 = 0 e o0 probema é reduzido ao problema de dois corpos.
Por sua vez, para u = p. nés temos que az ({vsz,v3z) > 0 para 0 < p < p.) colide com
as ({vs,vs) < 0 para 0 < p < p.) e neste caso os pontos L4 5 passam a ser instaveis.
Este é um classico exemplo da perda de estabilidade por colisdo de Krein. Na figura

4.2 nés mostramos a evoluc¢ao das assinaturas dos autovalores a3 s com o parametro .

% T T |
i ® i ) o) = —
20— @ L
g7l 215 | -
-— = E @0
I~ - c , £
= 7 I o
ﬁ i 2-0,51._ : e§_
L
-20— B ' =
-4 -1.0 1 | 1 3
0,00 0,02 0,04 0.00 0.02 0.04

H
Figura 4.2: Assinaturas dos autovalores a3 s em funcao do parametro u. No diagrama

da direita estéd incluida toda a expressao dada por (4.6b), enquanto no da esquerda nés

consideramos apenas os termos entre os colchetes (que corresponde ao termo (II) em

(3.45)).

Para um valor de g muito préximo de zero nés temos que os autovalores a; e a5
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estao muito proximos um do outro, assim como os autovalores a3 e a4 estao préximos
de zero. Deste modo uma pequena perturbacao conservativa sé seria capaz de destruir
a estabilidade dos pontos Ly e Ls se produzir uma colisao entre a3 e ay em zero.
A colisao entre a; e as nao traz nenhuma consequencia sobre a desestabilizaciao destes
pontos uma vez estes autovalores possuem a mesma assinatura. Por outro lado, se u tém
um valor menor que p. mas muito préximo deste, entao nds temos que os autovalores as
e as estao muito préximos um do outro, o que possibilita, a uma pequena perturbagao
conservativa, destruir a estabilidade dos pontos L4 e L5 ao produzir uma colisao entre

3 € (s.

A instabilidade resultante da colis@o entre os autovalores a3 e a5 ja era esperada de-
vido aos resultados obtidos na secao 3.4 do capitulo anterior. Da andlise dos parametros
p e B (ou proposi¢do 1) nds vimos que esta colisdo deveria ocorrer com os autovalores

possuindo assinaturas diferentes. Para estes parametros, considerando o PRTC, nés

temos
9 7
= S 4.7
P+ ae-1) 2 aTe
9u(p — 1)(12u* = 2443 + 3142 — 194 + 16
4= plp = 1)(124 p’ + 3l p+16) (4.76)

16(1 — p(p — 1))?

Como esperado, a colisao entre a3 e as deveré acontecer sobre a curva p = +,/4|3

)
que realmente acontece conforme a figura 4.3. Nesta figura nés mostramos, no espago
pB, a evolugao destes parametros em relagao a razao de massa p. Para u = p. nés

temos exatamente p = +4/4 3|.

O problema planar é andlogo ao problema espacial. Para o potencial nés temos que

r :\/r2 + d? — 2rd; cosg, (4.8a)

ra =y/r2 +d% + 2rd; cos¢. (4.8b)

O hamiltoniano para este problema é obtido fazendo Ps = 0 e 6 = § em (3.7). Também,

excluindo a segunda coluna e a segunda linha, assim como a quinta coluna e a quinta
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linha em (3.38), nos obtemos a respectiva matriz da equacao variacional

001 0
_ b 0 0 a
J-D*H(F) = 10 &l (4.9)
I ¢ 0 0
12 T T .
'tr}} L !
i |
A '
I
\ +
1.1 |- \‘ +++t{u=0,02 E -
\ Hy l
i % ty ! .
\ LV
1,0 - Y »=0.01 ++++L ad
Q. \\ u=o-m :
\ [
A ; | ]
‘\ :/ f=0.00
09 \ =
opmHVATR
v :
B \ | -
\ |
\ |
0,8 1 | L | L
-0,4 -0,2 0,0 0,2

Figura 4.3: Diagrama pf para o PRTC. Os valores dos paramentros p e 3 foram obtidos

como fungées do parametro p.

Obviamente, esta matriz satisfaz a propriedade dada por (2.18), o que se constata
de imediato. Os autovalores a,. 4 de (4.9) sdo exatamente os autovalores a3 5 do
problema espacial sendo que as respectivas assinaturas de a; __4 (para (4.9)) também
sao as assinaturas de a3 _._ s do problema espacial. Deste modo, em termos da andlise
da estabilidade via a teoria de Krein, temos que o problema planar possui todas as

propriedades do problema espacial. Como vimos, no caso espacial, a colisao entre os
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autovalores a; e as (e consequentemente entre ay e ag) se déd com estes autovalores
possuindo a mesma assinatura, o que nao resulta em perda da estabilidade. Assim, a
perda da estabilidade por colisao de Krein s6 ocorrera quando aj colidir com a5 (no

problema espacial), o que também ocorre no problema planar.

4.2 pontos de equilibrio para Potenciais de Corpos Oblatos e Prolatos.

Um outro exemplo de potencial que apresenta pontos de equilibrio é o de um corpo
oblato ou prolato. Como exemplos de corpos oblatos nés temos todos os planetas do
Sistema Solar, e como exemplo de corpos prolatos nés temos alguns satélites naturais,
bem como alguns asteréides, que podem ser considerados como tal (Howard, 1990, Kerr,

1994, Veverka et al, 1994). e também certas galéxias elipticas (Binney e Tremaine, 1987).

Nesta se¢ao nés apresentamos a analise da estabilidade de pontos de equilibrio para
um potencial tipico de corpos oblatos e prolatos, aonde considera-se nao so o segundo
harmonico zonal, J;, mas também a elipsidade do equador (Blitzer et al, 1962). As
expressoes determinadas para as assinaturas dos autovalores sao gerais, valendo tanto

paras os corpos oblatos como prolatos.

4.2.1 A Anilise da Estabilidade e as Assinaturas dos Autovalores.

Para os corpos oblatos ou prolatos, nés temos um tipico e simples potencial que
considera as variacoes tanto na direcao da longitude como da latitude (co-latitude), cuja

expressao é dada por (Blitzer et al, 1962 ou Howard, 1990)

U(r,6,4) = —% +i—§ 3(3cos?0 — 1) — bsen?0 cos2¢ |, (4.10)
-

) (1) (111)
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aonde a = %Jng eb = %ERE. R. é o raio equatorial médio do corpo, Jy é segundo
harménico zonal, £ é a elipsidade do equador, p = G - M, o = +1 para o caso oblato
e 0 = —1 para o caso prolato. O angulo o é tomado a partir do eixo maior da elipse
equatorial. Da expressio deste potencial nés temos que o termo (I) representa um corpo
esférico e homogéneo, o termo (II) inclui o segundo harmonico zonal. J2, que associado
com o termo (I) representa um corpo esferoidal oblato (considerando n = 2 na equagao
(3.30)), e o termo (III) leva em conta a elipsidade do equador. Das equagdes (3.10d),
(3.10e) e (3.10f) nés temos

% - 3% (&.(3 cos? 6 — 1) — bsen?d cos 2(5) = Fw?sin’8, (4.11a)
7 F
O, . = e ooz Lo sz
—5[~a(6 cos fsind) — 2b sené cos b cos 20] = gTw sen26, (4.11b)
T
a-:';i?Bsen?ésen?& =0. (4.11¢)
T

Assim, de (4.11c) verifica-se de imediato que

RE s

- T
b = 0y = ; 4.
@ 5+ ™ (4.12)

restando portanto a determinacio de 7 e 6 que deve ser feita por meio das equagoes

(4.11a) e (4.11b).

Neste problema é possivel a existéncia de pontos de equilibrio nao equatoriais,
6 # Z. Entretanto como tais pontos tendem a ser sempre inst4veis (Howard, 1990),
nés dedicaremos a andlise da estabilidade a apenas aos pontos equatoriais. Assim,
fazendo 6 = £ (8 = % é uma solucao de (4.11b)) resta-nos determinar 7, 0 que se faz ao

x
2
resolvermos (4.11a). Deste modo, para os elementos da matriz da equagao variacional

nos temos
U 2p 12po0 _ - N
) R [a + bcos29], (4.13a)
x
82U 2pe . - -
el =—s [3a + bcos2¢), (4.13b)
?U| Apo - -
= b 20|, 4.1

dp? T 73 [ e ‘b] ( 3C)
8? 82U 2

Tl = = (4.13d)
orod |, Ord¢|, 08006 |;
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Destas equacoes conclui-se que J - D*H(z) é dada por (3.38) com ! = 0. Como o
potencial (4.10) s6 é considerado como uma representacao se o corpo for quase esférico,

Jo e € sendo pequenos, é facil mostrar que, até a primeira ordem na aproximagao,

W2=E5 " (lei de Kepler). (4.14)
=
p 4 o _
(og4e)=w?|—1+—(35 +2b c0528) | , (4.15)
72
4 - o
V(ag — )2 — 4b2g =u? (1 + %(—3& + 4b cos 2@5)) ; (4.16)
T

o que resulta nas seguintes expressoes para os autovalores:

20, . - .
o] =w¢—1 = '3(30 + b cos 2d’). (417)
r
[16 o .
az =w _.j cos 26, (4.18)
r
4o ,_ . - -
as :w\/—l-i— — (3@ — 2b cos 29). (4.19)
r

Como a e b sao pequenos, entao nés temos que os autovalores a; e a5 sao puramente
imagindrios. Entretanto, como a3 também deve ser puramente imaginario, entao de

(4.18) e (4.12) nds temos

oc=+1 e
c=—-1 e

( corpo oblato),
o (corpo prolato).

o-cos2¢ < 0= { (4.20)

Assim, nés constatamos que as posi¢oes dos pontos de equilibrio estaveis dos corpos
oblatos estao defasados na longitude ¢ por um angulo de 90° em relagao aos pontos de
equilibrio estaveis dos corpos prolatos, o mesmo acontecendo com os pontos de equilibrio

instaveis.

De (3.45) nds temos que assinatura de o é sempre negativa, enquanto que para a3

e as nos temos

z 2 o
(v3,v3) 221—“"5""'2—3“1(—(&9 — a3)? + b%g)
z 2 (8] w4~
-——2|“£gll23| (5") > 0, (4.21)
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2|z|%|as|
lbg|?

_2[z[*|as]
|bgl?

(vs,vs) = (-(ag — a2)? + b%g)

( — (1 —240(a + b cos 2(:))) (4.22)

Estes resultados associados com os do capitulo anterior para os potenciais U(r) e U(r, 8),
nos permite determinar a evolucdo dos autovalores quando consideramos inicialmente
o corpo (um planeta ou uma galdxia, etc) como esférico e homogéneo e que, posterior-
mente, passa a apresentar pequenas deformacgdes. Para estas deformagoes nés primeira-
mente consideramos um achatamento (ou um alongamento) na direcao dos pdlos, e
depois uma pequena deformacao na regiao do equador. Na figura 4.4 nés mostramos
estas evolugoes dos autovalores a1 35 (para pontos de equilibrio com o - cos 20 = —1)

no plano complexo.

-

%34 alq\_/a‘?u‘ " Re
Ulr)=I Ulr, 6)=I+II U(r,6,¢)=I+I+11I

Figura 4.4. Evolugéo dos autovalores a1 3 5 de um corpo esférico e homogéneo (U(r) = I)
que é primeiramente achatado (ou alongado) na direcao dos pélos (U(r,6) = I + II)
e entao também sofre uma deformacgao no equador (U(r,0,¢) = I + II + I11), aonde

estamos considerando o - cos 2¢ = —1.

Para este problema, considerando sempre o - cos26 = —1, nés temos que, sob
pequenas perturbacoes conservativas, a perda da estabilidade s6 sera possivel se a3
colidir com a4 em a3 = a4 = 0. J4 a possibilidade da colisdo entre a3 e as (autovalores
com assinaturas diferentes) embora possa ocorrer matematicamente falando, ela deixa

de ter um sentido fisico uma vez que no potencial (4.10) os pardmetros a e b sao tidos
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Figura 4.6. Diagrama p@3 para o potencial de corpo oblato ou prolato. Os parametros
p e 8 foram obtidos ao variarmos simultaneamente os parametros a e b a partir de zero

e com incremento de 0.05.
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CAPiITULO 5.

Autovalores Perturbados.

Neste capitulo nés estudamos o efeito de uma perturbagao conservativa (que pre-
serva a estrutura hamiltoniana do problema em questao) sobre o deslocamento dos
autovalores no plano complexo. Primeiramente nés deduzimos uma expressao para
a determinacao das partes perturbadas dos autovalores, e comparamos os resultados
obtidos com os fornecidos por outra expressao encontrada na literatura. A expressao
obtida é geral e, a principio, pode ser aplicada a todo problema hamiltoniano que ap-
resenta pontos de equilibrio. E finalizando, nés aplicamos este estudo aos asterdides do
" tipo troiano’ de Marte e dos principais planetas jovianos, considerando as mituas per-
turbagoes destes planetas, e ao problema de um sitélite geoestacionario, considerando

a Lua como o corpo perturbador.

5.1 pontos de equilibrio Perturbados.

Nesta secao nés estamos considerando H (z) um hamiltoniano que possui um ponto
de equilibrio # (com todos os correspondentes autovalores da matriz .J - D2H (z) diferen-

tes de zero). Assim, do teorema da funcgao implicita nés temos que o novo hamiltoniano
H(z)=H(z)+eV(z) (el < 1) (5.1)
possui um ponto de equilibrio 7, tal que

1T —Z|| <1 e Z, = (5.2)
e=0

A prova da existéncia do ponto de equilibrio perturbado, 7., é feita a partir das
equacoes de movimento

¢ =J-DH(z)+eJ - DV(z). (5.3)
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Neste capitulo nés somente consideramos perturbagoes hamiltonianas do tipo eV (z).
Entretanto e existencia do ponto de equilibrio 7, também é vélida se em (5.3), ao invés
de eJ - DV(zx), nos considerarmos uma perturbacao nao conservativa, F.(z), aonde
Fe(r) = 0. E evidente que, se £ € um ponto de equilibrio estavel, entao neste caso
r—.'Spem:;e0 que o ponto 7, possua alguns autovalores com parte real nao nula, de onde

conclui-se que, para perturbagoes dissipativas (ou anti-dissipativas), r. geralmente nao

serd estavel (este assunto serd objeto de estudo nos préximos capitulos).

Conforme foi mencionado na se¢éo 1.2 (capitulo 1) o deslocamento nos autovalo-
res, resultante da acao de €V (z), se dard sobre o eixo imagindrio, (a menos que alguns
autovalores com assinaturas diferentes colidam entre si, resultando, neste caso, na possi-
bilidade de deslocamentos de autovalores para fora do eixo imaginario). Deste modo nés
temos que o novo autovalor o, (autovalor perturbado) é também puramente imaginério.
satisfazendo |a. — a| < 1, 0 que nos permite extender a analise da estabilidade de z até
T. Estes resultados também sao vélidos se H (z) possui autovalores a; = ajip = 0 ("n”
sendo o numero de graus de liberdade do problema) associados a uma integral primeira

e se a perturbagéo eV (z) for tal que preserve esta integral.

5.2 Autovalores Perturbados.

Nesta secao nés apresentamos um método para a obtencao da parte perturbada
de um autovalor. Este método consiste em um procedimento diferente do encontrado
na literatura e por isso tera aqui a sua dedugao exibida de forma detalhada. Todas

expansoes efetuada no que segue levam em conta apenas os termos até O(e).

Para o ponto de equilibrio perturbado nés podemos fazer
Te=7+¢€ (5.4)
aonde ¢ € R2". Assim, nds temos
J-DH (%) = eJ - D*H(z)¢ (5.5)
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eJ DV (3.) =€l - DV(z) (5.6)

0 que nos permite fazer

i,=0=J-DH(Z.)+el DV(Z.)= f(-f - D*H(F)¢+J - DV(-’E))

-1
= c:—(J-DQH(.%)) -(J - DV (%)). (5.7)

Para a equacdo variacional perturbada nds também temos
£=J-D?*H(z.)¢ = (J -D?H(Z,) +€J .D”IV(EL))E. (5.8)
sendo que a expansao das matrizes acima fornecem
J-D%H(z,) =J - D?H(z) +€¢J - D*H(Z)¢

=J-D?H(z) +eJ - D°H (%) !— (J ; D‘zH(f)) N - (J : DV(E)) }(5.9)

(. /
T

(5.7)

eJ -D?*V(z.) = eJ - D*V (7). (5.10)
Deste modo, para a equagao variacional perturbada nés temos que
£= (J .D?H(z) + eJ - (A(:E) - D‘*V(f)))g (5.11)

aonde

-1
A(z) = 933(5)[— (J - D2H(5:)) (T - DV(;E))]. (5.12)

Agora, considerando o autovalor perturbado dado por
QE ==X + Ea"! (513)
e do fato do determinante ser uma funcao continua nos elementos da matriz, definindo

M(e) = J - D?H(z) + eJ(A(Z) + D?*V(z)) — (o + €&) - Tanxan (5.14)
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nos temos a matriz que fornece o polinomio caracteristico, até O(e), correspondendo a

equacao variacional perturbada. Assim, até Of(e),

det(ﬂf (6)) = det(.M(f -~ 0) +E§—F(d(’.t(ﬂ-f(ﬁ)))(:0 =0
=0
- % (det (M (6)))(,—._0 =0 (5.15)

Como estamos considerando que a parte nao perturbada do autovalor, a, é conhecida,
entdo noés temos que (5.15) é na verdade um polinémio de grau 1 em &, o que nos

permite determina-lo facilmente.

Uma forma alternativa para o calculo de & é dada por (MacKay, 1991 ou Horn e

Johson, 1985)
(v*)(A(Z) + D*V (7)) v

=1 <1_:"L!> 3

aonde v é um autovetor do autovalor nao perturbado a e (v,v) é a expressao usada na

(5.16)

definicao de assinatura. Apesar da diferenca dos métodos para o calculo de &, ambos
forneceram praticamente os mesmos valores. Nos calculos que serao apresentados na
proxima secao, tanto para os problemas envolvendo asterdides como também para o
problema sobre satélites geostacionarios, as diferengas relativas entre os valores de a

obtidos pelos dois métodos mostraram ser da ordem de

a(5.15) — @(5.16)
Q(5.16)

=410, (5.17)

aonde a(s,15) € a(s.16) correspondem as partes perturbadas calculadas por meio de (5.15)

e (5.16), respectivamente.

Se a perturbacéo for devida a muitos corpos ("r” corpos),

eV(Z) =Y e;Vi(), (5.18)

J=1

entao para o autovalor perturbado nés podemos fazer
T
o =a+ Ze_f&J (5.19)
j=1
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sendo que &’ pode ser determinado de

ai(det(ﬂf(ﬂ....,e,-))) =0, (5.20)

Ej I‘_|..”.(,—TO

Como em (5.15), a expressao acima é um polinémio de grau 1 em &7 (como a diferencial
em (5.20) é tomada em €y, ..., e, = 0, entdo nao ha a possibilidade de aparecer em (5.20)
um termo possuindo &* para k # j). Uma outra forma para a determinacao dos a7 é

dada por .
5 _ 1 0)A(@) + D2V (@)) o
(v, v) '

com A;(z) = D3H(3) [-(J D2H(z)) " (J- va(z))].

(5.21)

5.3 Perturbacgao dos Pontos Lagrangeanos Equilaterais.

Nesta secao nés estudamos os deslocamentos sofridos pelos autovalores da matriz
da equacao variacional. correspondendo aos pontos lagrangeanos equilaterais, L4 e L5,
mediante uma perturbacgao conservativa (resultante da agdo de um 4° corpo). Para este

caso o potencial perturbador V(z,t) sera dado por

1

eV(z,t) =€ (5.22)
\/r2 + 72 —2rrpcosa
aonde para o PRTC (tendo em vista a normalizaciao deste problema)
- Mcorpo perturbador (523)
Mprimario 1+ I":fl:)rirrmricu 2
e
cos a =send cos(wpyt) cos(2 — @) — sen(wpt)/1 — sen26 cos?(Q — o)
cot &
ol () ). |
cos( an sen(— ) + 1), (5.24)

aonde 7y, wpt, ) = wt, e I estdo mostrados na figura 5.1. Quando I = 0, problema

planar, nés podemos fazer cos(wpt) = 1, sen(wpt) =0 e Q = (wp — w) - t.
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O potencial (5.22) é um potencial tipico de um corpo perturbador mas que apresenta
dependéncia temporal. Nos lembramos aqui que a existéncia do ponto de equilibrio
perturbado z, s6 é garantida pelo teorema da fungao implicita se o potencial perturbador
V (z) nao depender do tempo. Portanto, com o intuito de eliminarmos este problema, e
também para simplificarmos os calculos de &, nés s6 levaremos em conta a parte secular

desta perturbacao :

(5.25)

Figura 5.1. Sistema de referéncia para PRTC perturbado.

Deste modo, no lugar de DV e D2V, que aparecem nas expressdes da secio 5.2,

nés usaremos DV e D?V . aonde

DV = lim (5.26)
TR\ L (Tav g,
T Jo P,
e
1 T 2%v 1 T 82%v
T Jo Fradt T Jo 3rap, ot
D*V = i : : : (5.27)
- 1 T _8%v 1 (T 2v
T Jo 3pardt -+ T Jo aprdl
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Como no nosso caso nos consideraremos apenas corpos perturbadores com érbitas sem-
pre circulares, assim os limites que aparecem em (5.25), (5.26) e (5.27) deixam de ser
essenciais, sendo que a parte secular do potencial perturbador ser4, neste caso, o termo

constante da expansao de (5.22) em uma série de Fourier,
I | 2n
— Wy — W jwp —w]
V= —p—/ " V(. t)dt. (5.28)
2?1' 0

E evidente que esta simplificagdo também serd considerada nos cédlculos de DV e D?V.

Tabela 5.1: Valores de € para os planetas

Planeta primério 2 Planeta perturbador €
Marte Terra 3.0404'166
Japiter 9.5478°10"
Saturno 28583*10
Jipiter | Marte 32240010
| Saturno 2.8556°10"
Urano 4.3685%10°
Netuno 5.1726%10°
Saturno Marte 32262010
| Japiter 9.545141G*
Urano 43714°16°
Netuno 5.1761°10
Vg ’Mr 9.5474%16"
| Saturno 2.8582¢10"
Netuno 5.1773*16°
Hetiaio Jipiter 9.5473*10
Saturno 28582010
Urano 43725410°

Para o Sistema Solar temos que € é bastante pequeno, o que pode ser observado

da tabela 5.1 aonde mostramos os valores de € para diversas configuracoes de planetas
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considerados como um dos primarios (o Sol é sempre o outro primdrio) e como um
corpo perturbador. Portanto, no que segue, o principal interesse reside em verificar os
efeitos da perturbagao na dire¢ao dos deslocamentos dos autovalores, dedicando especial

atencdo para o autovalor a3 (autovalor que possui pequeno valor absoluto).

Primeiramente nés analisamos o sistema Sol-Jupiter-Asteréride Troiano, conside-
rando-os como um Problema Restrito de Trés-Corpos circular (p = 9.5388 - 1074), e
considerando inicialmente Saturno como um corpo perturbador. Para simplificarmos a
computacao da parte secular de DV e D2V, como j4 mencionamos anteriormente, nds

consideramos a o6rbita de Saturno como circular e com I = 0.

Para este problema nés temos que
Q2=0,5964-t, r=0,99051, r,=1,8312,

aonde as unidades adotadas correspondem ao do problema normalizado, como definido
no capitulo anterior. Portanto, considerando os valores dos parametros acima, para as

partes perturbadas dos autovalores nés encontramos
a; = 0.2305i, a3=0.00322i, as;= —0.23701.

Estes valores foram obtidos por meio de (5.15) e também por meio de (5.16). A partir de
um hamiltoniano como (5.1) e das posigdes do ponto de equilibrio Z, para o cdlculo dos
@k, via (5.15) foi elaborado um programa escrito em liguagem de computagao algébrica,
via Maple, que determina analiticamente as matrizes J - DH (z), J - D2H (%), D3H (),
calcula numericamente a matrizes DV (z) e D2V (%), "monta” e diferencia a matriz

M (€), fornecendo no final os valores dos ay.

Agora, considerando Marte como o corpo perturbador também com 6rbita circular

e com I = 0, nés temos

(2=5,31004-¢t, =0.99051, r,=0.29285,
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cujos resultados para as partes perturbadas dos autovalores sao
a; = 0.0787i. a3=-0.0541i. a5= —0.0860:.

Na figura 5.2 nés mostramos os resultados acima no plano complexo.

I 5

—

a,—Q a, 0
os— i‘v O jl
o;+ 01 o +I¢
-
‘ Re > e
Saturno Marte

Figura 5.2. Partes perturbadas dos autovalores no plano complexo.

Qualitativamente falando, dos resultados acima nés observamos que o efeito das
perturbagoes seculares de Marte e Saturno sao diferentes apenas sobre o autovalor as;.
Os efeitos das perturbagées destes planetas sobre os autovalores a7 e a5 tem como con-
sequencia desloca-los com os mesmos sentidos, o afastando de as. Por sua vez, para
o autovalor g, nés temos que Saturno age de modo a afasta-lo da origem (J(a3) > 0),
enquanto Marte, ao contrario, age de modo a aproxima-lo da origem (3(a3) < 0). As-
sim, considerando que a distancia no eixo imagindrio entre a3 e a5 é muito grande,
comparada com a distancia entre a3 e a origem, nés temos que seria mais facil des-
truir a estabilidade deste problema (através de perturbacdes como as que estamos con-
siderando) produzindo uma colisao entre a3 e o seu conjugado complexo na origem, do
que produzindo uma colisdo entre a3 e as. Este fato nos leva a concluir que a acao de
Saturno sobre os pontos Ly e L5 é a de torna-los um ”pouco mais” estaveis, enquanto
que a acao de Marte é a torna-los um “pouco menos” estéveis (nés lembramos aqui
que a possibildade da colisdao de a3 com o seu conjugado complexo na origem néo sera

considerada pois os deslocamentos sofridos por a3 sao praticamente despreziveis uma
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vez que, para o Sistema Solar, os valores de € sao muito pequenos, ou seja:

S(age) = 8‘(03 - Z€j5g> >
J

Um ponto interessante no calculo efetuado para a determinagao das partes pertur-
badas dos autovalores, ak, é que ele nao leva em conta a massa do planeta perturbador.
A massa do planeta perturbador sé aparece no calculo do autovalor perturbado, a.,
através de e. Isto nos leva, a principio, concluir que a diferente consequéncia das agoes
das perturbacoes de Marte e Saturno, sobre os pontos de equilibrio de Jiipiter, estariam
relacionadas ao fato de Marte possuir uma érbita interior a Jupiter, enquanto Saturno
possui uma 6rbita exterior. Na verdade, é quase isto o que acontece. Como a massa
do corpo perturbador nao afeta o calculo de &, nés podemos expressar a parte per-
turbada &3 como funcao do raio da érbita do corpo perturbador, r,. Na figura 5.3 nés
mostramos a vari¢ao de S(a3) com r,. Neste diagrama nés observamos que um corpo
perturbador com ry, < r. (re & 0.63 - @ jupiter) torna os pontos Ly e Ls de Jupiter um
pouco menos estaveis, enquanto um corpo com rp > 7, a0 contrario, faz com que eles
sejam um pouco mais estaveis. Na figura 5.4 nés mostramos o mesmo tipo de diagrama

da figura 5.3, s6 que para pontos lagrangeanos de varios sistemas com 0 < u < pe.

02

T | T T T T

0,1

3(@,)

0,0

15 20 25

Figura 5.3. Diagrama de S(ag) versus rp, para os pontos L4 e Ls de Jupiter.
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Um modo alternativo de verificar a agao do corpo perturbador sobre o autovalor ay
esta apresentado na figura 5.5, aonde mostramos o grafico da razao de massa p versus
rp. Nesta figura nés temos que para um sistema com uma determinada razao de massa
i (0 < pe) se o corpo perturbador possui rp, < r. (ou (r, > r.) entdo I(a3) < 0 (ou

53((}3) - 0)

w=0.001

u=0.010
u=0.015
u=0.020 -
u=0.025
w=0.030
u=0.035 =
u=0.038

D mNAN R WA

0.0 0.5 70 15 20 25
Mp

Figura 5.4. Diagrama de 3(a3) versus r, para alguns valores da razao de massa y.

Destes diagramas nés podemos determinar as pequenas mudancas nas estabilidades

dos pontos lagrangeanos de Marte e dos planetas jovianos:

i) Para o sistema com y = M arte/(Sol + Marte), nés temos que os planetas Jipiter,
Saturno, Urano e Netuno possuem r, > r.. Neste caso S(a3) > 0 para qualquer
um dos quatro planetas perturbadores e, portanto, tem-se que os planetas jovianos

fazem com que os pontos L4 e Ly sejam um pouco mais estiveis.
i1) Para o sistema com p = Jupiter/(Sol + Jupiter), nés temos um resultado seme-
lhante uma vez que Saturno, Urano e Netuno (r, > r.) fazem com que os asteréides

Troianos (considerando um PRTC circular) sejam um pouco mais estéveis embora
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Marte, ao contrario, faz com eles sejam um pouco menos estaveis. Como a massa

de Saturno, Urano e Netuno sao maiores que a de Marte, nés temos

IF(M{;)&:EMG)‘ < ]€(sa)&gsn}+f(ur-}dgfr) +E(Ne)agN€)J'

0,65 : , : 2
[}
1
i -
1
] a—
.
0,60 5 T -
@ [7)]
£
[}
O ! o
3. )< N
J(d5)<0.0 2
0,55 -
!
- : -
, L . )
0,00 0,02 0,04

1

Figura 5.5. Diagrama de r. versus p (rc, raio critico, é o valor de r, para o qual
S(a3) = 0). Para um dado valor de p, se o corpo perturbador possui r, > r., entao

J(as) > 0. Caso contrério, se ry, < T, entao J(as) < 0.

i#11) Para pu = Saturno/(Sol + Saturno) nés temos um efeito contrério ja que a agao
de Marte e Jupiter (r, < r.) é fazer com os pontos L4 e L5 de Saturno fiquem um
pouco menos estaveis. Evidentemente Urano e Netuno (r, > r.) fazem um efeito
contrario mas como Jupiter possui uma massa muito grande, comparada com a

destes planetas, nds temos

eMag{M) 4 (TuIg{I) 5 (UG 4 (5N

Resultados analogos sdo obtidos para os pontos L4 e L de Urano e Netuno quando

consideramos as perturbacoes seculares de Marte, Jiipiter e Saturno.

Os resultados acima estao mostrados na tabela 5.2.
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Tabela 5.2: Parte perturbada do autovalor as;.

Planeta Corpo Perturbador ag
Marte Terra —4.979 - 1074
Jupiter 5.782 - 107%
Saturno 8.522 - 109
Jupiter  Marte —5.437 - 10™%
Saturno 3.297 . 1072%
Urano 2.521-1073
Netuno 6.066 - 10~4;
Saturno Marte -3.126 - 107%;
Jupiter —1.604 - 1072
Urano 1.195-107%;
Netuno 2.293 - 1073
Urano  Jupiter -1.169 - 107%;
Saturno —8.176 - 10734
Netuno 1.492 . 107%;
Netuno  Jupiter -1.323-107%
Saturno —1.234.107%;
Urano 2.316 - 107%

Recentemente as estabilidades destes pontos, a excecao dos pontos Ls e L5 de
Marte, foram estudados por Mikkola e Innanen, 1992, e por Holman e Wisdom, 1993.
Em ambos os casos estudou-se, na escala de tempo de 20 milhoes de anos, a estabi-
lidades de particulas testes em torno dos pontos lagrangeanos dos planetas jovianos,
considerando as mutuas perturbagoes entre estes planetas e situagoes reais para os
modelos adotados (todas as 6rbitas sendo elipticas e possuindo inclinacoes ). Mikkola
e Innanen também estudaram o problema planar eliptico. As investigagoes foram feitas
empregando-se métodos numéricos: integrador numérico (Burlirsch-Stoer) no caso de
Mikkola e Innanen, e técnica de mapeamento simplético no caso de Holman e Wisdom.
Os resultados obtidos nos dois trabalhos foram idénticos: Assim como Jiupiter, Urano e
Netuno mostraram que também podem possuir os seus " asterdides do tipo Troiano”. Ja
para Saturno, ao contrario, os resultados mostraram serem instaveis os seus pontos L4 e
Ls. Na verdade, em torno dos pontos equilaterais de Saturno existe uma regiao estavel
que por sua vez possui uma subregiao instdavel (no trabalho de Holman e Wisdom estas
regioes estao bastante evidenciadas). Neste caso, Inannen e Mikkola, 1989, sugeriram
que a quase ressonancia 5:2 entre Jupiter e Saturno é a possivel causa da instabilidade.

Este resultado para Saturno também foi obtido por nés para o problema eliptico pla-
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nar, aonde empregamos o método propostos por Wisdom e Holman, 1991 (no préximo
capitulo nés comentaremos o mapeamento proposto por Wisdom e Holman). Para o
mesmo problema, sé6 que considerando 6rbitas circulares para os planetas (o que esta
em conformidade com os modelos analisados por nds), os pontos L4 e Ls de Saturno
mostraram serem estaveis, nao apresentando a mencionada subregido instivel. Este
dado refor¢a, ao nosso ver, a hipétese proposta por Inannen e Mikkola para explicar
a instabilidade dos pontos equilaterais de Saturno. Como nés estamos adotando um
modelo secular, considerando as érbitas dos primaérios e dos corpos perturbadores como
circulares, entao os efeitos como o da ressonancia 5:2 nao sao objetos de estudo deste

trabalho.

Um ponto interessante a ser destacado, foi a diferenca apresentada nos resultados
do problema eliptico para o problema circular. No modelo eliptico as regides estaveis
em torno dos pontos L4 e L5 sao consideravelmente menores em area (na comparacao
nés s6 analisamos os problemas planares). Além disso, também no caso eliptico o efeito
do corpo perturbador tem uma importancia muito maior se comparado com o caso
circular. Alids, no problema circular o efeito do corpo perturbador é muito pequeno
como pode ser visto na figura 5.6. Nesta figura, nés integramos (usando o mapeamento
geral de Wisdom e Holman, 1991) as 6rbitas de 648 particulas testes com logitudes
médias iniciais variando de 0° até 355° e semi-eixos maior da érbita iniciais variando
de 0.96 até 1.04 (em unidades normalizadas, a distancia entre os dois primérios é igual
a unidade). As longitudes e semi-eixos mostrados nos diagramas correspondem aos
valores iniciais das particulas teste que permanecem, durante toda a integracao, com

estes elementos nos seguintes intervalos:
(102 — 160?) — longitude media.

(0.5,1.5) — semi — eixo maior.

Em ambos diagramas foi considerado p = Jupiter/(Sol + Jupiter), sendo que no da
direita considerou-se também Saturno como um corpo perturbador, com érbita sempre

circular (conforme foi feito no estudo das perturbacées dos autovalores). O intervalo
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de tempo da integracao foi de 1000 vezes o periodo da 6rbita de Jupiter. Comparando
ambos diagramas nés constatamos que a a¢ao do corpo perturbador, no caso Saturno.
foi realmente muito pequena. Este fato corrobora o que foi mencionando anteriormente
por nos quando afirmamos que o efeito das perturbagoes sobre os autovalores de Marte

e dos planetas jovianos € muito pequena.

sem Saturno com Satumo
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Figura 5.6. Longitudes e semi-eixos maior iniciais para particulas teste em Jrbitas
na regiao em torno do ponto L4 de Jipiter. No diagrama da esquerda considerou-se o
problema nao perturbado, enquanto no diagrama da direita considerou-se Saturno como

o corpo perturbador.

Sobre Marte nés destacamos aqui a recém descoberta do seu primeiro satélite do

tipo lagrangeano: 1990MB (Holt, 1990, Bowell, 1990, Kinoshita, 1990).
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Uma situagao que também chama atengao é o caso de um sistema com razao de

massa proxima da razao de massa critica, ou seja

4= 0.038 < po ~ 0.03852...

Este é um caso aonde os autovalores ajs e a5 (autovalores com diferentes assi-
naturas) estdo bastante préximos um do outro, o que justifica, neste caso, a analise
dos deslocamentos de ambos autovalores. As curvas associadas a J(a3) e I(as) estao
mostradas na figura 5.7. Nelas, nés podemos observar que a colisao entre estes auto-
valores podem ocorrer para um corpo perturbador com 7, > r. = 0.533, o que poderia
resultar na perda da estabilidade. Obviamente, dependendo da posi¢ao do corpo per-
turbador, também a massa do corpo perturbador deverd ter um valor minimo para que

a colisao entre oy e a5 possa ocorrer.

Figura 5.7. Diagrama de 3(a3) e S(as) para um sistema com razao de massa p = 0.038.
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5.4 Satélites Geoestacionarios.

Para este problema a expressao para eV (z,t) é a mesma do problema anterior, s6

que neste caso

M corpo perturbador

€ =
-Mrplanete.

fo "Re

Figura 5.8. Autovalores para um satélite geoestacionario perturbado pela Lua.

Para a Terra nés consideramos Jo = 1.082626 - 1073 e ¢ = 3.21-107°. O corpo
perturbador considerado foi a Lua, aonde consideramos a sua drbita também como

circular. Assim, ndés temos que

wyp = 0.006074, 2 = —0.166407 - ¢, = 3.30540

=

rp = 30.134196, -1 = 0.357rad.

Estes valores foram extraidos do Astronomical Almanac.
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Para normalizarmos este problema nés mudamos as unidades de modo que

Mayuis =11 (unidades de massa).

(unidade de comprimento)®

G MTerra = 1 2 - 51
L (unidade de massa) - (unidade de tempo)?

R, =0:h (unidade de comprimento).

O reultado para esta perturbacao é
a; = —0.000157, a3 =0.01021i, a5 = —0.00016:.

Na figura 5.8 nés mostramos estes resultados.
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CAPIiTULO 6

Mapeamentos para Problemas Dissipativos da

Dinamica Orbital.

Nos 1ltimos anos o emprego dos métodos numéricos tem-se intensificado princi-
palmente devido as facilidades computacionais que vem surgindo ano apdés ano. Em
dinamica orbital estes métodos tornam-se essenciais principalmente quando o objetivo
é estudar o comportamento das 6rbitas para longos periodos, ou quando o sistema
em questao envolve muitos corpos submetidos a perturbagoes gravitacionais e/ou nao-
gravitacionais. Nestes problemas, um ponto que tem mostrado ser de fundamental im-
portancia é o tempo de computagao. Em muitos casos, a despeito de todo o progresso
observado na area dos computadores, o tempo de integracao tem sido tao essencial
a ponto de restringir os tipos de maquinas e métodos a serem empregados nas suas

analises.

As anélises numéricas de problemas conservativos, hamiltonianos, avangaram muito
nos 1iltimos anos também gracas ao emprego dos mapeamentos simpléticos. Em alguns
casos especificos, a utilizagao dos mapeamentos tem representado um ganho da ordem
de 20 vezes na velocidade de processamento se comparado com os métodos de integragao
tradicionais. Este fato faz dos mapeamentos uma importante ferramenta a ser utilizada

nos estudos que envolvem integragoes de sistemas de equagoes diferenciais ordinarias.

Infelizmente o emprego dos mapeamentos em problemas envolvendo forgas dissipa-
tiva ainda nao tem sido feito com a mesma intensidade que observamos nos problemas
conservativos. Nos problemas conservativos, a estrutura hamiltoniana facilita muito o
desenvolvimento de tais mapeamentos, o que infelizmente nao acontece nos problemas

dissipativos.

Neste capitulo, ndés apresentamos um método geral para a constru¢ao de mapea-
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mentos que serve tanto para problemas conservativos como para problemas envolvendo
forcas dissipativas. De que temos noticia, este é um dos primeiros mapeamentos a
ser empregado em problemas da dinamica orbital envolvendo estes tipos de forgas. O
nosso objetivo ao, desenvolve-lo, foi o de aplicéd-lo ao estudo de pequenas particulas
préximas aos pontos Ly e L5, 0 que sera apresentado no proximo capitulo. Para efeito
de comparacao, nos aplicaremos o mapeamento dissipativo ao problema de trés corpos,
Sol-planeta-particula, estando a particula também submentida ao arrasto de Poynting-
Robertson. Os resultados obtidos foram confrontados com os resultados fornecidos pelos
integradores RADAU (16 ordem) e ODE (integrador de passo variavel desenvolvido em
Los Alamos).

6.1 O Mapeamento Geral de Wisdom e Holman.

A principal fonte de inspiracao para o desenvolvimento dos mapeamentos simplé-
ticos usados em problemas da dinamica orbital foi o trabalho Chirikov, 1979 (em
Stuchi, 1991, hd um capitulo inteiramente dedicado a este mapeamento). Neste tra-

balho Chirikov fez uso da sequéncia periédica de fungoes deltas de Dirac
o 1 oo
ban(t) = Y 6(t—27n)= = )" cos(nt) (6.1)
n=—oc n=—oc
que introduzida no hamiltoniano para um péndulo simples permitiu obter o conhecido

Mapeamento Standard de Chirikov (além do trabalho de Chirikov, também em Wisdom

e Holman, 1991, h4d uma deducao, alids muito simples, do Mapeamento Standard).

O primeiro emprego dos mapeamentos em problemas relacionados a Mecanica
Celeste foi feito por Wisdom, 1982. Neste trabalho ele separou analiticamente o hamil-
toniano em partes com diferentes escalas de tempos. Uma parte representou a interagao
de cada corpo com o corpo central, e outra parte considerou todos os termos que os-
cilam rapidamente com dependéncia na longitude média, mas nao estando relacionados
as ressonancias (estes termos, na verdade, nao sao considerados pelo mapeamento de-

vido ao emprego do principio da média). Além dessas partes, existe uma considerando
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CAPiITULO 6

Mapeamentos para Problemas Dissipativos da

Dinamica Orbital.

Nos ultimos anos o emprego dos métodos numéricos tem-se intensificado princi-
palmente devido as facilidades computacionais que vem surgindo ano apés ano. Em
dinamica orbital estes métodos tornam-se essenciais principalmente quando o objetivo
é estudar o comportamento das drbitas para longos periodos, ou quando o sistema
em questao envolve muitos corpos submetidos a perturbagoes gravitacionais e/ou nao-
gravitacionais. Nestes problemas, um ponto que tem mostrado ser de fundamental im-
portancia é o tempo de computacao. Em muitos casos, a despeito de todo o progresso
observado na area dos computadores, o tempo de integracao tem sido tao essencial
a ponto de restringir os tipos de maquinas e métodos a serem empregados nas suas

analises.

As andlises numéricas de problemas conservativos, hamiltonianos, avangaram muito
nos 1ltimos anos também gracas ao emprego dos mapeamentos simpléticos. Em alguns
casos especificos, a utilizacao dos mapeamentos tem representado um ganho da ordem
de 20 vezes na velocidade de processamento se comparado com os métodos de integracao
tradicionais. Este fato faz dos mapeamentos uma importante ferramenta a ser utilizada

nos estudos que envolvem integracoes de sistemas de equacoes diferenciais ordinérias.

Infelizmente o emprego dos mapeamentos em problemas envolvendo forgas dissipa-
tiva ainda nao tem sido feito com a mesma intensidade que observamos nos problemas
conservativos. Nos problemas conservativos, a estrutura hamiltoniana facilita muito o
desenvolvimento de tais mapeamentos, o que infelizmente néo acontece nos problemas

dissipativos.

Neste capitulo, nés apresentamos um método geral para a constru¢ao de mapea-
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mentos que serve tanto para problemas conservativos como para problemas envolvendo
forgas dissipativas. De que temos noticia, este é um dos primeiros mapeamentos a
ser empregado em problemas da dinamica orbital envolvendo estes tipos de forcas. O
nosso objetivo ao, desenvolve-lo, foi o de aplica-lo ao estudo de pequenas particulas
proximas aos pontos Ly e Ls, o que serda apresentado no proximo capitulo. Para efeito
de comparacao, nds aplicaremos o mapeamento dissipativo ao problema de trés corpos,
Sol-planeta-particula, estando a particula também submentida ao arrasto de Poynting-
Robertson. Os resultados obtidos foram confrontados com os resultados fornecidos pelos
integradores RADAU (16° ordem) e ODE (integrador de passo variavel desenvolvido em
Los Alamos).

6.1 O Mapeamento Geral de Wisdom e Holman.

A principal fonte de inspiracao para o desenvolvimento dos mapeamentos simplé-
ticos usados em problemas da dinamica orbital foi o trabalho Chirikov, 1979 (em
Stuchi, 1991, hd um capitulo inteiramente dedicado a este mapeamento). Neste tra-

balho Chirikov fez uso da sequéncia periddica de fungoes deltas de Dirac

o oC

Sant) = Y 6(1—27m.)=% Y cos(nt) (6.1)

n——oc n=—oc
que introduzida no hamiltoniano para um péndulo simples permitiu obter o conhecido
Mapeamento Standard de Chirikov (além do trabalho de Chirikov, também em Wisdom

e Holman, 1991, h4d uma deducao, alids muito simples, do Mapeamento Standard).

O primeiro emprego dos mapeamentos em problemas relacionados a Mecéanica
Celeste foi feito por Wisdom, 1982. Neste trabalho ele separou analiticamente o hamil-
toniano em partes com diferentes escalas de tempos. Uma parte representou a interagao
de cada corpo com o corpo central, e outra parte considerou todos os termos que os-
cilam rapidamente com dependéncia na longitude média, mas nao estando relacionados
as ressonancias (estes termos, na verdade, nao sao considerados pelo mapeamento de-

vido ao emprego do principio da média). Além dessas partes, existe uma considerando
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as ressonancias nas longitudes médias (termo ressonante), e outra, a parte secular, que
nao depende das longitudes. Na parte ressonante, Wisdom introduzin a sequéncia de
funcgoes delta, o que permitiu entre os tempos em que as fungoes deltas atuam, resolver
analiticamente o hamiltoniano uma vez que o termo secular foi truncado nas excentrici-
dades e inclinagoes. Wisdom argumentou, via principio de média, que os novos termos
de curto periodo obtidos através da introdugao da sequeéncia de fungoes deltas nao tém

um papel importante na evolugao.

O mapeamento original de Wisdom possui duas importantes limitacoes : A primeira
é que este mapeamento estd restrito aos problemas com pequenas excentricidades e
inclinacoes (o termo secular foi obtido considerando assim estes parametros orbitais).
J4 a segunda limitacgao diz respeito ao fato do mapeamento sé valer nas regioes proximas

a ressonancia a qual baseou-se a representag¢ao analitica do hamiltoniano médio.

Em um trabalho posterior, Wisdom e Holman, 1991, apresentaram uma genera-
lizagao do mapeamento, que embora seja mais lento que o anterior, nao apresentou
as limitacoes descritas acima além de ser mais veloz que a maioria dos integradores
usualmente usados. Este mapeamento, também desenvolvido exclusivamente para o

problema de n-corpos, é obtido via a separacao do hamiltoniano na seguinte forma
H = Hchler + H [nteracoes, (62)

aonde H gepier Tepresenta o movimento Kepleriano dos corpos em relacao ao corpo
central e Hnieracao T€presenta as perturbagoées dos corpos, uns com os outros. Uma vez
estando um determinado problema expresso como em 6.2. entao adiciona-se os termos

de curto periodo, por meio das fungoes deltas, o que resulta em
HMa.p = HKep.'.er + Qﬂézr(gt)HIn!.eracoes- (63)

Assim nés temos a mesma situacao ja descrita para o mapeamento original de Wisdom.
Entre os instantes em que as funcoes deltas atuam, o movimento é kepleriano e a sua

obtencao é feita através das funcoes f e g de Gauss. Como é conhecido (Danby, 1988;
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Brouwer e Clemence, 1961), a partir das posigoes, z,, e velocidades, v,, iniciais (z,, v, €
R"™), em qualquer tempo determina-se as posigoes e velocidades através das seguintes
relagoes

z(t) = f(t)zo + g(t)vo,

v(t) = f(t)zo + §(t)vo.
A obtencdo dos valores de f e g, e consequentemente de f e g, é feita resolvendo a

equacgao de Kepler, na forma de uma equacao de diferenga (Danby, 1988)
AM =n-At = AE — ecos E,SinAE + esenE,(1 — cos AE). (6.4)

Um método eficiente (e impressionantemente répido) para a determinacao das funcoes

é encontrado em Danby, 1988.

J4 nos instantes ¢,+n- 2L (instantes aonde atuam as funcoes deltas) as coordenadas
Q

e momentos sao determinados por meio de

] 2_7TaHInf..

Pi=pi—q 94, (p.q),
21T8H;1

i, ST nl. ¢ ¢

% =g+ 4 ;s (p',q).

aonde as plicas correspondem aos novos momentos e as novas coordenadas.

A eficiéncia do mapeamento estd no fato de H i pir Ser a parte que contém o
"essencial” sobre o movimento do problema. Este é o fato que permite estabelecer
intervalos de tempos razoavelmente grandes (se comparados com os passos adotados
usualmente por integradores) entre os instantes em que atuam as fun¢oes deltas, o que
explica, em boa parte, o porque destes mapeamentos necessitarem, em geral, de pouco

tempo de processsamento.

De um modo geral, o mapeamento de Wisdom e Holman é muito simples na sua
concep¢ao, embora dé algum trabralho na sua implantagao . O hamiltoniano do pro-

blema de n-corpos

n—1 2
. Gm:m.
H = P E SRR (6.5)
g = Ty
i=0 1<j



primeiramente tem que ser posto na forma dada pelo hamiltoniano (6.2). Isto foi
feito transformando as coordenadas originais nas coordenadas de Jacobi (ver também

Hagihara, 1970).

6.2 O Mapeamento Dissipativo.

O mapeamento que estamos propondo possui muito das idéias contidas no mapea-
mento de Wisdom e Holman, embora possua uma importante diferenca a ser destacada:
enquanto os mapeamentos descritos anteriormente sao desenvolvidos a partir de um
hamiltoniano, no mapeamento dissipativo, de modo diferente, parte-se diretamente das
equacoes do movimento do problema, expressas em coordenadas do tipo cartesianas.
A primeira etapa na obtencao do mapeamento é expressar as equacgoes do movimento
em variaveis retangulares de modo que possa ser separado em duas partes: uma parte
que esteja relacionada ao movimento Kepleriano e outra parte que contenha todas as
demais interagGes (perturbagdes ) gravitacionais e ”forcas dissipativas”. Em resumo, o

objetivo é expressar as equacgoes do movimento na forma

z = hKeplP_r + h!nteracoes (66)

aonde

hicep =(hk, ..., 2T,

hint =(h}, ..., R3M)T,

z=(z!,...,z", v, ..., 0™,

Como é conhecido (Danby, 1988; Brouwer e Clemence, 1961) para um problema de
n-corpos possuindo um corpo com massa predominante (aqui considerado como o n-
ésimo corpo) pode-se expressar as equacgoes do movimento referente ao i-ésimo corpo,

considerando apenas as interacgoes gravitacionais, na seguinte forma

ri =vi, (6.7)
(mp +m;) 9 i —T; T
_k2 ri4+k m J o J ]
Irial® Z I\l rinl®
}:’ . J?‘: .
k v
hj

89



2
i1

aonde r; = (r},r?,r})1 e v; = (v}, vZ,v3)" sdo os vetores posicio e velocidade do i-ésimo
corpo em rela¢ao ao n-ésimo corpo, e r;; = r; — ;. Nas equacoes (6.7) a origem coincide

com centro do corpo de maior massa.

Por sua vez, se o i-ésimo corpo também estiver submentido a uma forga extra, por
exemplo uma forga dissipativa dada por

Fil(ris'”i)
F;= | F3(ri,vi) |,
Ff’(r,;,'t.:,;)

entdo para as equagdes do movimento (correspondendo ao i-ésimo corpo) nés temos que

ri =0y, (68)
n—1

. My +m; : T — Tj r; F;
V; = —k2(—-"T'§—)’f'i +kz E m4 d 3 _J 3 + —

|Pin] T [’”s:[ I‘"Jn| g

" o FES

hk ~ ~ "l

hy

Uma vez determinado o sistema (6.8), obtem-se entao o mapeamento que propomos
pela introducao da sequéncia de fungoes deltas nos termos h;. Entao, de modo idéntico
ao mapeamento de Wisdom e Holman, entre os instantes em que as funcoes deltas
atuam, o movimento é determinado via as funcoes f e g de Gauss, e nos instantes em

que as funcoes deltas atuam, as posicoes e velocidades sao determinadas através de

vi =v; + AT - hy,

I
'ri =Ti,

aonde AT é o passo do mapeamento.

Noés novamente observamos aqui que este mapeamento é mais geral que o mapea-
mento proposto por Wisdom e Holman. Ele pode ser aplicado tanto aos problemas

conservativos puros (F; = 0) ou a problemas que também envolvem forcas dissipativas.

O primeiro exemplo em que nés aplicamos o mapeamento dissipativo foi ao proble-

ma Sol-planeta-particula, estando também a particula sujeita a pressao da radiagao e
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ao arrasto de Poynting-Robertson

o ﬁ‘—“ ((c = Yk ) (6.9)

i |ri13 |'ri|2

aonde 8 é uma constante adimensional, relacionada com os parametros fisicos da parti-
cula, p = k*(Ms, + M particula) € ¢ € a velocidade da luz no vacuo (Burns et al, 1979:
Wyatt e Whipple, 1950). Neste exemplo nés consideramos o problema como planar. A
excentricidade de Jupiter foi feita igual a 0.05 e para a particula nés consideramos como
parametros iniciais o semi-eixo maior igual a 3.34 U.A., a excentricidade da érbita igual
a 0.16, e o parametro 3 igual a 0.028. Na figura 6.1 nés mostramos os resultados obtidos
para o semi-eixo maior com as integragoes feitas pelo integrador RADAU com precisao
de 107®, diagrama da esquerda, e pelo mapeamento dissipativo, diagrama da direita.
O tempo total de integragao foi de 60000 anos, e adotamos um passo de 0,6 anos para
o mapeamento. Nestas figuras ndés também destacamos as transi¢oes bruscas sofridas
pelo movimento da particula nas principais ressonancia com Jupiter. De um modo
semelhante, nés mostramos na figura 6.2 os resultados obtidos para as excentricidades,
s6 que reduzindo o passo do mapeamento para 0.03 anos (~ 10 dias), uma vez que o erro
obtido mostrou ser maior para este paramentro. Os resultados do mapeamento foram
obtidos em um micro-computador do tipo PC-386DX-40Mhz, que no caso dos resultados
para os semi-eixos levou cerca de 15 minutos de processamento, enquanto o resultado do
integrador RADAU foi obtido em uma estagao SUN, Sparck 14, que precisou de cerca
de 45 minutos para fornece-los. E importante mencionar que a estagao SUN nao estava
dedicada exclusivamente ao processamento da integragao. Pelo menos uma outra tarefa

também estava sendo processada pela SUN.

Um outro teste que também foi efetuado esta representado na figura 6.3. Nele nds
também consideramos um problema planar de trés corpos, Sol-Terra-particulas. A Terra
foi considerada com uma excentricidade igual a zero e as particulas foram tidas como
possuindo semi-eixos-maior iniciais iguais a 1.305 U.A., excentricidades iniciais iguais a
0.1 e os paramentros 8 iguais a 0.03. As longitudes médias iniciais de cada uma das 120
particula variaram no intervalo de 02 a 120°. Ao fim de 750 anos de integracao, para

cada particula, tomou-se o valor do semi-eixo final. Embora nao esteja facil de ver, esta
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figura mostra duas curvas (que estao praticamente sobrepostas). Uma foi obtida pelo
integrador RADAU e a outra pelo mapeamento. No caso do mapeamento o tempo de
processamento no micro-computador PC (386 DX40) foi aproximadamente de 12 horas
enquanto o integrador RADAU precisou de 4 dias de processamento efetnados na estacao
SUN, ja mencionada anteriormente. As mesmas ressalvas feitas sobre o desempenho da

estacao SUN na obtencao das figuras 6.1 e 6.2 s@o aqui repetidas.

O objetivo deste teste foi demonstrar a eficicia do mapeamento dissipativo em pro-
blemas envolvendo captura por ressonancia. Por este motivo a particula foi tida com
um semi-eixo maior que a Terra (condicao tipica para a ocorréncia de capturas por res-
sonancia). Recentemente, em um trabalho que est4 sendo desenvolvido no Observatério
Nacional, demonstrou-se que o processo de captura por ressonancia € caético no sentido
de que pequenas diferencas nos paramentros orbitais da particula levam a diferentes
valores para o semi-eixo aonde ocorrem as capturas. Por este motivo, com o intuito de
minimizarmos este efeito, a particula foi considerada com um valor do semi-eixo maior

inicial da érbita muito préximo a ressonancia 3:2.

Das comparagoes feitas nas figuras 6.1, 6.2 e 6.3 nés temos que o mapeamento dissi-
pativo mostrou ser valido como uma ferramenta para a integracao numérica de érbitas.
Em relacao a velocidade de processamento, é importante destacar que o integrador
RADAU com precisao de 10> mostrou ser, em alguns casos, tao veloz quanto o mapea-
mento, levando a resultados semelhantes ao fornecido pelo mapeamento. Entretanto,
quando comparado com o integrador ODE, o mapeamento mostrou ser consideravel-

mente mais veloz mesmo quando o integrador ODE foi empregado com baixa precisao

(107%).

6.3 Métodos Mistos para a Integracdo de Orbitas.

O que Wisdom e Holman fizeram no mapeamento geral, e que nés também adota-

mos no desenvolvimento do mapeamento dissipativo, foi separar o problema de deter-
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minagao da solucao de um sistema de equagoes diferenciais ordinarias em duas partes:
uma parte que contém o que chamamos de as caracteristicas principais e mais relevantes
do problema, cuja solugao deva ser obtida pelo meio mais eficiente possivel (que no caso
dos mapeamentos descritos foram obtidas via as fungbes f e g de Gauss), e uma outra
parte , considerada como uma "pequena” perturbagao da primeira parte, cuja deter-
minacao é feita via o emprego das funcoes delta de Dirac. Assim, baseado nestes fatos,
temos um método para a resolugao das equagoes de movimento cuja principal carac-
teristica estd na liberdade de escolha das ferramentas numeéricas a serem usadas nos
processos de integracao das equagoes do movimento. Para compreendermos melhor este

método ndés vamos supor um problema que seja descrito via uma fun¢ao hamiltoniana

H(q,p),

quando consideramos apenas uma parte das forgas e intera¢oes envolvidas, e que também

possua outros termos envolvidos cuja representacgao é dada por

h‘!'ﬂ.t(Q" P)':

aonde hynt = (hi, ..., h?”)f1 e Q,P € R". Se o efeito dos termos hj,; puder ser conside-
rado como uma ”pequena” perturba¢ao no movimento contido no hamiltoniano H, entao
nés podemos desenvolver um método para a integracao do movimento deste hipotético
problema determinando numericamente as solu¢ées do hamiltoniano entre os intervalos

de tempo AT e calculando
P'= P+ AT - hin(Q, P) (6.10a)

Q' '=Q+ AT - hini(Q.P') (6.10b)

nos instantes t,+nAT (n = 1,2,...). E evidente que antes do célculo de (6.10), os valores
encontrados para as coordenadas e momentos ¢ e p (que foram obtidos integrando o
hamiltoniano H) devem ser transformados para as coordenadas e momentos Q e P, que
por sua vez, apos o cdlculo de (6.10), deverm novamente serem transformados para q e
p, para que se possa efetuar uma nova integracao de H. Este processo é repetido até

atingir o tempo final de integracao.
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Assim como no mapeamento, a precisao deste método estd relacionada com o fato
de hjn; ser considerada pequena quando comparada ao hamiltoniano H. Quanto menor
for hnt, maior serd a precisao do método. Em hj,; nés podemos incluir as interagoes de
ordem gravitacional e forcas dissipativas (de modo semelhante como fizemos em (6.8)).
Também, enquanto ¢ e p devem ser necessariamente varidveis canonicas, para Q e P
esta condicao nao é necessaria. O hamiltoniano H pode ser resolvido via fungoes f e g
de Gauss, se isto for possivel, ou via algum outro processo numérico (por exemplo um

integrador numérico).

Um teste foi feito por nés aonde consideramos um problema planar de trés corpos,
Sol-Terra-particula, estando a particula sujeita ao arrasto de Poynting-Robertson. Para
o hamiltoniano nés consideramos a expressao (6.5) (neste teste mantivemos no hamil-
toniano a acdo do planeta sobre a particula), ficando em hjy,; apenas a forca dissipativa
devida ao efeito de Poynting-Robertson. O hamiltoniano foi entao integrado por um
integrador simplético de 4% ordem (Yoshida, 1990; Forest e Ruth, 1990). O passo ado-
tado foi escolhido de modo a permitir que este método fornecesse os mesmos valores que
o integrador ODE com uma precisao de 10~°. Este teste ilustra muito bem o porque de
chamarmos o presente método de misto. Nele nés utilizamos um integrador numeérico
especialmente desenvolvido para problemas hamiltonianos (o integrador simplético de
Yoshida, Forest e Ruth) em conjunto com o mapeamento dado por (6.10). Em termos
de velocidade de processamento, este teste mostrou que o método misto é da ordem
de duas vezes mais veloz que o integrador ODE, quando processados em uma mesma

méquina (este iltimo método sera empregado no proximo capitulo).
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Figura 6.1.: Comparagao das integracoes obtidas com o integrador RADAU e com o

mapeamento, para 0 semi-eixo maior.
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Figura 6.2.: Comparagao das integracoes obtidas com o integrador RADAU e com o

mapeamento, para a excentricidade.
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Figura 6.3.: Semi-eixos finais versus longitudes médias iniciais, obtidas pelo integrador

Radau e pelo mapeamento.
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CAPIiTULO 7

Estabilidade Linear de Problemas Dissipativos

Até o momento, toda a analise da estabilidade que fizemos referiu-se aos problemas
envolvendo apenas as perturbagbes conservativas. Entretanto, as forgas dissipativas
também sdo muito importantes no Sistema Solar atual, principalmente quando o corpo
a ter o seu movimento estudado é considerado "muito pequeno”. Neste ultimo capitulo
nés empregaremos algumas das técnicas desenvolvidas nos capitulos anteriores para
estudar a andlise da estabilidade linear de problemas dissipativos. Nds comecaremos este
estudo analizando os deslocamentos sofridos pelos pontos de equilibrio, e o terminamos
ao examinar o efeito causado pelos autovalores perturbados sobre o movimento de uma

particula na ressonancia 1:1 com Jupiter, sob a ag@o do efeito de Poynting-Robertson.

7.1 Um Hamiltoniano Heliocéntrico para o Problema Restrito

Neste capitulo nés consideramos como exemplo de for¢a dissipativa apenas a forga
devida ao efeito Poyntig-Robertson. Como pode ser observado de (6.9), esta forca de-
pende do vetor r; que fornece a posigéo relativa da particula em relagao ao Sol. Dai ser
natural (embora néo seja necessario) expressar as equagoes do movimento da particula
(sujeita ao arrasto de Poynting-Robertson) em um sistema heliocéntrico. As equagdes
(6.8) sao deste tipo, mas como a analise que desenvolvemos aqui se baseia fundamen-
talmente em um sistema hamiltoniano que é perturbado, entao nds construiremos um
hamiltoniano para o problema heliocéntrico, em coordenadas retangulares, levando em
conta um sistema que estéd girando (sistema aonde aparecem os pontos de equilibrio no

PRTC), e adaptamos a expressao do arrasto de Poynting-Robertson para este sistema.

Para um sistema de referéncia girando, cuja origem coincide com o centro de massa,

nés temos que o lagrangeano do Problema Restrito, planar e circular, é dado por (ver,
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por exemplo, Broucke, 1966)

L 5 i . & ; . . 1 -
L=+ %)+ 5@+ ) + (@) - yi) + — + &
2 2 m T

r?=(z —11)% +1%
' 2 2
r2 = (z — z2)% + 4%,

sendo que os sub-indices 1 e 2 referem-se ao primario 1 (Sol) e ao primério 2 (planeta),
respectivamente, e u é a razdo de massa dada por (4.2a). Diferentemente dos capitulos

anteriores, aqui r é considerada uma coordenada cartesiana (r € R) e nao um vetor.

Para obtermos o novo Lagrangeano nas coordenadas heliocéntricas, a partir do

Langrageano (7.1), basta fazermos a seguinte translagao
z=X—p e y=Y,
que substituida em (7.1) fornece

1, . . . . 1-— 1
TS E(X2+Y2)+§(X2+Y2)+(XY—YX)+—rﬁ+r£—#X+§#2—#Y, (7.2)
1 2

sendo

pr= X2 ¥ (7.3a)
r2=(X -1)2+v2 (7.3b)
Para os momentos canonicos nos temos

Px=X-Y, (7.4a)

Py=Y + X —p, (7.4b)
e para o novo hamiltoniano nés encontramos

1 ==
£ =& ppbp. (7.5)
T1 r2

1
H= E(P)% 4+ P2)+ (PxY — XPy) —
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O arrasto de Poynting-Robertson também pode ser expresso nas novas variaveis.
Para isto nos expressamos v e r (tomados no sistema inercial) em termos de X, Y, Px

e Py. Para v nos temos

I ¢ -Y\ [ Px+(l-w)Y
v:V+u/\-r—(l-/)+u-(X)w(ny(l_u)X_{_”) (7.6)

aonde V é a velocidade no sistema nao inercial. Assim, considerando (7.4) e (7.5), nds

temos que a pressao de radiagao mais o arrasto de Poynting-Robertson no novo sistema

é dado por
Bu X(Px+Y)+Y(Py—X+#) 1 X
F=—]|{e—
c Ed lr]2 \ Y
1 Py +(1-w)Y
- — ’ : 7.7
|2 (Py—(l—w]x + u \7.7)
E finalmente para o sistema de equagoes do movimento perturbado nés temos que
=22 _poayw (7.8a)
Topx YT T =8
. 0H
Y=——=Py-X ; 7.8b
dPy Y T ( )
. _OH (1-w)X pXx-1)
Px = Fy = Py — - +Fx 7.8¢c
: OH (1—-p)Y pY
Py =— + Fy = —Px — - F 7.8
O e T 78

aonde Fx e Fy sao as componentes da for¢a de Poynting-Robertson na direcao de X e

Y, respectivamente.

7.2 pontos de equilibrio Perturbados

Como sabemos, os pontos de equilibrio perturbados sao dados por
JDH(X)+ F(X) =0,

aonde X = (X,Y, Px, Py)'. Para o problema nao perturbado, F = 0, pode-se mostrar

facilmente que os dois pontos de equilibrio estdveis sdo dados por (pontos L4 e Ls)

. _ V3
X —-2-, Px = :I:—_—i, (79)
- V3 o 1

— e P -



Ja para o problema perturbado, F # 0, devido, as dificuldades encontradas na obtencgéao
dos novos pontos (perturbados) de equilibrios, L4 e Ls. nés utilizamos as rotinas para
solucoes de sistemas nao-lineares de equagoes, fornecidas por Press et al, 1989, e deter-
minamos mimericamente as solugoes do sistema 7.8. Na figura 7.1 ndés mostramos no
espago de configuragao as posigoes do ponto L4 para os diversos valores do parametro

8 (variando o paramentro 3 de zero até 0.495 com incrementos de 0.005).

0.88 " T - T ' | ; u

0.86 -

0.84 -

0.82 -

0.80

0.78 -

0.76 -

0.74 -

D72 .

1 ! 1 1 L | 1 1

0.30 0.35 0.40 0.45 . 0.50

Figura 7.1: Posi¢oes do ponto L4 no espaco de configuracao versus o parametro 3

Se considerarmos na expressao de (6.9) apenas o termo devido a pressao de radiacao,
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Fi= B;;F';T;, entdo nos temos que o movimento médio é expresso por

2 _ u(l1-28)
L T
Iri
Mas. como é sabido, um corpo (particula) na regiao dos asteréides Troianos encontra-se
na ressonancia 1:1 com Jupiter. Assim, da razao do movimento médio deste corpo com

o movimento médio de Jupiter, nés podemos obter

1-8
nyarticuln s 1 = lrpm‘ticula
- ¥
ﬂ.l‘uptt.-,r |_LITJ‘JP“Er|
= lfparlicul-_:| = !TJuP.lgr](l - f8)1‘,3 = (1 — 6)1/3 (7'10)

Na figura 7.2 nés mostramos a diferenca relativa entre os valores de |r_,_.....| determi-

nado via (7.10) e o obtido via

|rpurr.=':ul-)l =V X2 + Y2

aonde X e Y correspondem aos valores mostrados na figura 7.1.
Desta figura nés podemos constatar que a contribui¢ao dos demais termos do efeito

de Poynting-Robertson na perturbagéo do ponto L4 é muito pequena quando compara-

dos com o efeito da pressdo de radiacao.

7.3 Frequéncias Préprias e Autovalores Perturbados

Considerando o hamiltoniano (7.5), nés temos que a expressao da matriz da equagao

variacional é dada por

0 -1 1 0

o > 0 0 1
JD*H(X) = -1 :_344@_:32@# 0 1 (7.11)

e : -1 0



Os autovalores de (7.11) sdio exatamente os autovalores dados por (4.5), obtidos do

hamiltoniano nao heliocéntrico:

— 1+ 27ulp —
ayg = iJ o+ \/ -':2 il 1). (7.12a)
R 2 g —
ass = i\/ o A +2"'“(”' i (7.12b)
| ! | ! ) ¥ | s 1 ¥ |
0 - —
-x10° -
S -2x10®f -
it
o ! -
[
—
6| -
o -3x10
L s .
4x10° -
-5x10° | FS
1 1 | 1 | 1 | 1 i i 1

0,0 0,1 0,2 0,3 04 05
B

Figura 7.2: Diferenca relativa entre os valores de |r | determinados via (7.10) e

rartizula

os valores mostrados na figura 7.1

Também, como é conhecido (ver, por exemplo, Landau e Lifshitz, 1966) $(a;) e

¥(a3) sdo as frequéncias préprias do movimento. Assim, da se¢@o 1.1 nds temos que um
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corpo com condigao inicial muito préoxima de X pode ter o seu movimento no espago de

configuracao, até primeira ordem, sendo dado por
X(t) =X +&,(t),
Y(t) =Y +£&,(t).

Em termos das frequéncias préprias nés podemos fazer
Exy(t) = R(Ay ,e™") + R(B,, ™), (7.13)

aonde A, , e B, , sdo as respectivas amplitudes complexas. Na figura 7.3 nés mos-
tramos a variacio da coordenada X, obtida via integragdo do sistema (7.8), aonde
consideramos a razao de massa correspondente a de Jupiter e F = 0 (problema sem
forca dissipativa). A integragao foi efetnada até o intervalo de tempo equivalente a 20
vezes o periodo de Jipiter (nas unidades normalizadas o periodo de Jupiter é igual a

27), partindo da seguinte condi¢ao inicial (considerando 3 = 0):

g=ta-ps Be=-La-gn, (7.14)
Y =§(l _ 6)113, }‘,Y - %(1 . ﬂ)1/3 _—

Nesta figura, como era esperado, nés temos que as frequéncias préprias obtidas através
de (7.12) correspondem as observadas (obtidas via integracao ). Também para a coor-

denada Y, semelhante resultado foi obtido.

Para o problema perturbado, F # 0, nés temos que os autovalores aj, .. 4 devem
possuir a parte real diferente de zero, fazendo com que os pontos (perturbados) L4
e L sejam instaveis. Para a determinagdo da parte perturbada dos autovalores, a;,
nés utilizamos o método desenvolvido por nés para este fim, cuja expressao é dada
por (5.15). O motivo da utilizagao do nosso método, ao invés do método fornecido
por Mackay (equacdo 5.16), é que no nosso nao hé a necessidade de determinar os
autovetores da matriz JD2H(X). Deste modo nés construiremos a matrix M (e) da

mesma forma como descrita na se¢ao 5.2, apenas usando F e DF no lugar de JDV e
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JD?V, respectivamente. Além disso, para o pequeno parametro, nés faremos

o Bd-p)

2

0,5000015

0,5000010~ —

0,5000005 =

0,5000000 |-

eiXo-x

0,4999995 |-

0,4999990 |~ -— J@,) e -

| i | 2 | 2 | 2 |

0 5 10 15 20
Numero de periodos de Jupiter

Figura 7.3: Variagao da coordenada X, obtida via integracao do sistema (7.8)

Para F e DF nés temos que

0
F(i) = %(c _E \/5) : (7.15)
3(V3e—1)
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0 0 0 0

5 0 0 0 0
DFX)=| c_¥3 _33_1 _5 _s3 |. (7.16)

4 4 4 4 4 4

_3¥/8c 4 5 _5c, V3 _v3 _1

4 4 4 4 4 4

Assim, considerando (7.11), (7.15) e (7.16), da solugdo de (5.15) (obtida via mani-
pulador algébrico) nés determinamos a parte perturbada dos autovalores, cuja expressao
algébricas é dada por

-_‘(—Qap+yj§p+%uc—~%\/§—3a+3a3+33@az
2a + 4a3

a=

, (7.17)
e de (5.13) nés calculamos finalmente os novos autovalores perturbados (para 8 = 0.03)
a1 =1.996-107° + 7.8344 - 1072, (7.18a)
o34 = —3.953-107% £ 9.969 - 10714 (7.18b)

Na figura 7.4 nés mostramos os deslocamentos sofridos pelos autovalores a4, resul-

tante da acao do arrasto de Poynting-Robertson. J4 na figura 7.5 nés mostramos a
variagao da coordenada X, obtida via integracéo numérica (aqui nés utilizamos o ma-
peamento misto conforme descrito no capitulo anterior) para um intervalo de tempo
igual a 20000 vezes o periodo da érbita de Jupiter, considerando 3 = 0.03. Desta figura
nds temos que o dobro das amplitudes méaximas de oscilagdo, inicial e final, sdo dadas

por

I; = 0.635 — 0.305 = 0.330, (7.19a)
1y = 0.660 — 0.265 = 0.395, (7.19)

de onde se determina que a diferenca entre elas é dada por

A=1l;—1;=0065 . (7.20)

Se nés considerarmos como A/2 a amplitude de oscilacdo inicial associada a fre-
queéncia a3, e B/2 a amplitude de oscilagao inicial associada a frequéncia o, entdo nés
temos que

li=A+B, (7.21)
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lf=A e 4+ B.e”1's, (7.22)

aonde w; = R(a;) e ty =2 -7 - 20000.

¢
O

o]
_0—\\—37—3:

v

Re

@)

0]
—d—\rq-

Figura 7.4: Deslocamentos dos autovalores a1, _4.

Assim, de (7.20) nés temos que

A=A-e“" + B-eY -

=(l; — B) - e¥3!Y 4+ B . e*1s
g A+u0- evsts)
o (e""ﬁ! — e%¥s t!)

= A =0.330 — 0.287 = 0.043.

= 0.287, (7.23)

Deste modo nés determinamos as amplitudes iniciais de oscilacao associadas a a; e a3

(A/2 e B/2), para a coordenada X, a partir do conhecimento de w,, w,, I; e I5.
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0,660
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eixo-x
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0 5000 10000 15000 20000
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Figura 7.5: Variagdo da coordenada X para um intervalo de tempo igual a 20000 vezes
o periodo de Jupiter, com condigdo inicial dada por (7.14).

Para um intervalo inicial de tempo igual a 20 vezes o periodo de Jupiter, nés
mostramos, na figura 7.6, a variagdo da coordenada X (considerando 3 = 0.03), e

destacamos as amplitudes iniciais associadas a a 3.

Novamente, como esperado, nds temos uma boa concordancia entre o resultado
obtido via expressao (7.23) e o resultado fornecido pela integragao numérica. O resultado

obtido para a coordenada Y também apresentou a mesma concordancia.

108



07 =T Y T Y T v T T T

T [ ! m\ | \f\ h

0.287

eixo - X

04| \/\ A
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Numero de periodos de Jupiter

Figura 7.6: Variagao da coordenada X para um periodo inicial igual a 20 vezes o periodo

de Jiipiter, com condigao inicial dada por (7.14).

Destes resultados concluimos ser possivel estudar o movimento de um corpo, via
a determinacao dos autovalores, até a primeira ordem na aproximagao, quando este
possui condicao inicial muito préxima a de um ponto de equilibrio que é estidvel quando
a dissipagao é removida do problema. O método que desenvolvemos para a determinagao
da parte perturbada dos autovalores, considerando problemas submetidos a pequenas
perturbacdes conservativas, mostrou ser vélido também para os problemas perturbados

por pequenas forcas dissipativas.
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CONCLUSAOQO

Neste trabalho nos empregamos a teoria de Krein na andlise da estabilidade linear
de diversos problemas da Dinamica Orbital. Esta teoria, conforme mencionamos no
capitulo 1, surgiu em 1950 para os problemas envolvendo 6rbitas periédicas embora no
que diz respeito aos pontos de equilibrio ela ja era conhecida desde o final do século
passado. Apesar de néo ser um resultado recente, poucas aplicagtes foram feitas desde
entao a problemas relacionados a Mecanica Celeste. Muito provavelmente este fato esta
relacionado as dificuldades encontradas na obtencdo das expressoes analiticas nao sé
dos autovalores mas principalmente dos autovetores. Para os problemas cujos auto-
valores possuem multiplicidade igual a um, é possivel aplicar esta teoria empregando
apenas métodos numéricos. Entretanto, se os autovalores possuem multiplicidade igual
ou maior do que dois, ou também quando se deseja estudar o comportamento dos au-
tovalores sob variagoes de parametros internos ou sob pequenas perturbacgoes, entao os

métodos analiticos passam a ser necessarios.

Ao nosso ver este é um ponto que destaca a importancia deste trabalho. Aqui,
gracas ao emprego de manipuladores algébricos, desenvolvemos um método eficaz para
a determinacao da expressao algébrica de autovetores, e 0 empregamos com sucesso no
estudo do problema de dois corpos submetido a uma particular perturbagao (problema
envolvendo érbitas periédicas - capitulo 2) e no estudo de potenciais genéricos expressos
em coordenadas esféricas (problema envolvendo pontos de equilibrio - capitulo 3 - com

aplicacoes ao PRTC e ao potencial de corpos oblatos e prolatos - capitulo 4).

No estudo relacionado ao problema de dois corpos perturbado mencionado acima,
os autovalores pertencem a uma matriz monodromia aproximada. Para obtermos esta
matriz, um método também foi desenvolvido cujo emprego pode ser extendido a qual-
quer problema envolvendo 6rbitas periédicas, com hamiltoniano expresso como em (2.1),
e que satisfaca também as condigOes referentes a existéncia de drbitas perturbadas

periddicas.

110



No capitulo 3 dois pontos sao destacados por nds: o primeiro foi o exito obtido na
determinacao de todos os autovalores e autovetores dos potenciais genéricos estudados.
Em especial, para o potencial U(r, 8, ¢), nés destacamos que a expressao algébrica dos
autovetores, mostrada em (3.58), se expandida (levando em conta também a expressao
algébrica dos autovalores), ocuparia o correspondente a quase 3000 paginas de formulério
continuo. E o segundo ponto que mencionamos € o resultado contido na proposigao 1
deste capitulo. Devido a importancia do potencial U(r,#) esta proposi¢ao é, ao nosso

ver, um dos principais resultados deste trabalho.

Para o estudo relacionado aos autovalores perturbados de pontos de equilibrio, nés
desenvolvemos um método para a determinacao da parte perturbada destes autovalores
e constatamos que este método fornece praticamente os mesmos valores que o método
utilizado por MacKay. A vantagem de se utilizar o nosso método esta no fato de nao ser
necessario a determinacgao dos autovetores, como requer o outro método. Para Marte,
como também para os demais planetas jovianos, este método foi aplicado para o estudo
do efeito das perturbagoes de um corpo em 6rbita circular, interna ou externa, sobre
os pontos Ly e Ls. Apesar do efeito ser pequeno, uma interessante caracteristica rela-
cionada a a¢ao do corpo perturbador sobre os autovalores foi determinada: para cada
razao de massa do PRTC, existe um valor critico para o raio da érbita do corpo per-
turbador tal que, para qualquer corpo perturbador com raio menor que o raio critico, o
efeito sobre o autovalor a3 é de aproxima-lo da origem (no plano complexo), enquanto
para um corpo com raios maior que o raio critico a agao é de afasta-lo da origem,
aproximando-o do autovalor as. Para o Sistema Solar atual aonde as razbes de mas-
sas sao muito pequenas, conclui-se que os corpos perturbadores com 6rbitas interiores
aos raios criticos de cada planeta tendem a ”diminuir” a estabilidade dos pontos Ly e
L5, enquanto os corpos perturbadores com raios maiores que o raio critico tendem a

"aumentar” a estabilidade destes pontos.

Como complemento ao estudo sobre as consequéncias das perturbagoes sobre os

autovalores, também analisamos o efeito do arrasto de Poynting-Robertson sobre uma
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particula proxima ao ponto L, de Jupiter. Nesta parte as integracées numéricas das
orbitas foram feitas via mapeamento para problemas dissipativos, que foi desenvolvido
para este fim, e as partes perturbadas dos autovalores foram obtidas pelo método de-
senvolvido por nos no capitulo 5. Deste estudo concluimos ser possivel também estu-
dar através destes métodos os movimentos de pequenos corpos préoximos a pontos de

equilibrio e sujeitos a pequenas forgas dissipativas.
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